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ABSTRACT
This study deals with formal foundations for the first step in the 
theory of artificial intelligence, namely the problem-oriented hierarchy of 
languages, and the setting logics operating on it. To develop the required 
theory of semantics mathematical logic is introduced in a universal algebric 
framework. No knowledge of universal algebra is presupposed, and the concepts 
used are defined in the study; familiarity with naive set theory is sufficient 
for an appreciation of the arguments.
РЕЗЮМЕ
В данной работе рассматриваются формальные основы первого этапа те­
ории искусственного интеллекта проблемно-ориентированной языковой иерархии и 
оперирующей над ней логики установки. Для разработки нужных семантических ас­
пектов математическая логика излагается на базе универсальной алгебры. В ра­
боте приводятся основные понятия универсальной алгебры, необходимые для пони­
мания изложенного материала. Данная работа рассчитана на читателя, знакомого 
с наивной теорией множеств.
KIVONAT
Ez a tanulmány a mesterséges intelligenciaelmélet első fokozatának, 
a problémaorientált nyelvhierarchiának és az ezen operáló beállitó logikának 
formális alapjait ismerteti. Az ehhez szükséges szemantikai aspektusok kidol­
gozása érdekében a matematikai logikát univerzális algebrai alapokon tárgyal­
juk. A dolgozat a megértéséhez szükséges univerzális algebrai alapokat is is­
merteti. A tanulmány olvasásához elegendő a naiv halmazelmélet ismerete.
1. BEVEZETÉS
A problémamegoldáselmélet egyik legfontosabb momentuma a probléma 
/PR/ megfelelő nyelven történő leírása. Megfelelő egy olyan felbontóképessé­
gű nyelv, mely a PR-t a szükséges részletességgel Írja le és lehetőséget biz­
tosit a PR-ban levő kapcsolatok feltárására is. Ezért a megoldórendszernek /MR/ 
a PR leírásához nyelvkészletre /NK/ van szüksége, amellyel vagy rendelkezik,
vagy amelyet előállít. Az NK-ból egy adott PR-hez a megfelelő nyelvet az MR 
beállító logikája /BL/ választja ki és a továbbiakban ezt a nyelvet kiterjesz­
ti a PR-ben levő kapcsolatok leírására alkalmas szintig. Feltételeztük, hogy 
NK minden eleméhez különböző szintű nyelvek tartoznak. Ezek összességét ne­
vezzük nyelvhierarchiának.
1.1 Univerzum
Azt a környezetet, amelyben az MR működik, vagyis amelyből a PR-eket 
kapja, univerzumnak nevezzük. Legyen E az elemi objektumok halmaza
00
u (e ) = U * (ае ) 
i=l
nUE ÚиП(Е)
°E S U  nUE n=o
U -t az E-n értelmezett homogén univerzumnak nevezzük. Legyen továbbá E
u (e ) = E U u(E )
nUE Й Ű"(E)
x/
1A = A ; п+1д & пд*д
ттА ^ [h |Hc a ] , A cikk folyamán a c jelet 
f°(x) Ü x; fn+1(x) ^ f (fn (x))
C értelemben használjuk
2ö j  U  б
Е п=1 Е
Ug-t az E-n értelmezett inhomogén univerzumnak nevezzük. Megje­
gyezzük, hogy = Ф ' ha k Ф és к0Е С £0Е , ha к <_ í .
1.2 A probléma
Legyen DC üg. Az MR rendelkezik bizonyos ismeretanyaggal UE~ről. 
Ha ennek alapján D-t szintaktikusán teljesen, szemantikusán csak részben te­
kinti adottnak, akkor D MR számára PR. Az MR működésének célja D ki­
egészítése .
1.3 Problémaleiró nyelv
U„ azon elemeihez, melyek informativ kapcsolatban állhatnak D-vel,hi
nevet rendelünk. Ezeket konstansoknak nevezzük, halmazuk R. А К operáció­
halmaz elemeivel ezekből uj, összetett nevek generálhatók. Az UE tetszőle­
ges elemeiről változók /halmazuk V/ segítségével beszélünk. A nyelv, mint 
ismeretes, rendelkezik szintaktikával és szemantikával. A megfelelő nyelvet 
NK-ból úgy választjuk ki, hogy alkalmas legyen D elemeinek leírására, szint­
jét pedig úgy, hogy még alkalmas legyen D kapcsolatainak leírására, és mi­
nimálisan fedje az univerzum D-n kivülesö részét. Ahhoz, hogy MR-t automa­
tizálhassuk, a problémaleirási folyamatot formalizálni kell. Ehhez a követ­
kező utat választottuk. Alapul a matematikai logika és az univerzál-algebra 
apparátusát vesszük. Az NK elemei Boole-algebrák. A megfelelő felbontóképes­
ségű nyelv létezését a finomitási tétel biztosítja. Abból a tényből, hogy a 
nyelvek /szűrők/ halmaza bővebb, mint az elméleteké, kiderül, hogy a leirás 
és a megoldás megfelelő nyelvei nem mindig esnek egybe. A D relációinak le­
írására az /'JK-beli elsőrendű predikátumkalkulus-szintü nyelvet n-edrendüig 
terjesztjük ki, n = 1,2,... . A  továbbiakban a magyar nyelv vagy, és, létezik, 





Egy <fi,a,A,©> négyest absztrakt algebrának nevezünk, ahol
fi : absztrakt műveleti jel halmaz 
a : fi-»-(DXX  ^ argumentumszám ; fiR á a^n
-7
Ф az üres halmaz jele 
XX  ^ w a természetes számok halmaza és a 0.
3az algebra hordozója /tetszőleges, de nem üres halmaz/




, az absztrakt műveleti jelekhez az A 
halmazon érkezett konkrét műveleteket 
rendel, úgyhogy
X/
Ahol ez nem vezethet félreértéshez, egy absztrakt algebrát az <oQ,A> pár­
ral adunk meg a fenti négyesnek megfelelően.
Megjegyzés: Megadjuk, hogy a Malcev-féle jelölésrendszer [2,3] hogyan alakít­
ható át az itt használt [l] jelölésrendszerbe és viszont.
1/ Legyen adva az <fi,a,A,e> absztrakt algebra.
Mivel minden halmaz jól rendezhető, felvehetünk egy j függvényt és a 
rendszámot /a rendszámokat halmaznak tekintjük/ úgy, hogy
j : a *-*■ П
Ekkor az algebra Malcev-féle alakban:
xx/
ХЛ § <A, j 0 &> d . xxx/' Tüt = 3 ° a
2/ Legyen adva az algebra Malcev-féle alakban:
V i = <A, fA> , = <n^,. .. ,n ,. . .> n < ot , ahol
'PA = <fx, • • . ,f , - • •> n < a
Ez az algebra a Kohn-féle jelölésrendszerben:
<«, ' A ' v
* ' AB ä í f I f: A-*-b ) Megjegyzés: A-val indexelt B-beli sorozat és f:A^B
függvény között nem teszünk különbséget.
Ha fc A^B és Cf-А, akkor fC ^ (x| (3aec)<a,x>ef)
Megjegyzés: n-argumentumu függvényeket gyakran n+1 vál- 
tozós relációként kezelünk, például párok 
halmazaként. Ha fC nem értelmes, akkor fC-t, 
fb-t jelent. Ezek definícióját 1. 22.old.
XX /
az egy-egyértelmü megfeleltetes jele
XXX /
Legyen re A<B és pc B>C. Akkor
drop = [<a,c>1(3b)(<a,b>er&<b,c>epj) ;
Г1 й Г , rn+1 -  rn 0 r
4Algebrákra, ha nem okozhat félreértést, hordozójukkal hivatkozunk.






<fi, a, Wfi(x), Ow> algebrát az Í2 műveletek X jelhalmaz fölötti szóal­
gebrájának nevezzük, ha ©w a következő:
ЬвЯ ^ , cl j^ ewß ( X ), 1 f • • • I n  ^ (ь)Гсх^,. • « , = bot^ ...cx^
A szóalgebra elemeinek egy módosított Írásmódját is használjuk. A kétargu­
mentumú műveletek jeleit az argumentumok közé Írjuk és az egyértelmű olva­
sást zárójelezéssel biztosítjuk. /А többi müveletjel használata változat­
lan/. Páldául /lcViab-t c-A(iaVb) alakban is leírhatjuk.
Legyen C c A  és f:C * R. Akkor
ext (<fi,a,A,©A>, <n,a,B,©B>) f = f homomorf kiterjesztése A-ra
A szóalgebra egy tetszőleges eleme meghatároz egy levezetett műveletet, 
melynek jelölésére megengedjük valamilyen uj műveleti jel (p) definiciószerü 
bevezetését, például x -*• у - IxVy , a következő módon:
Legyen p ф fi
p jelentését a következő függvény megválasztásával rögzítjük:
d : { p } x nwß (x) -> W^(x) A fenti példában d-t egyenlettel adtuk meg,
ahol a változók helyébe Wß (X) elemei helyettesít­
hetők .
ь á d и  ÄWß(x) X5í/
g : wnu{p}( x ) 'v V х } ' aho1 ap = n
g^wa^. . .an) = b(wg (a^ ) . . .g (<*п)) , ahol weííUxU{p}, aiew^(x), i=l,...,n
X/




5A g függvény megadja, hogyan kell "lefordítani" Wfig{ } ( x )  szóalgebrát 
Wfi(X) -re. Hangsúlyozzuk, hogy p csak (x) elemeinek rövid Írására szolgál.
Megjegyezzük, hogy valamely A algebra er függvénye kiterjeszthető p-ra, 
a következőképp:
o(p) á {< □  S (xx,. . . ,xn) , ext(wfi(x) ,a ) (s ) (g (pXj^ .. .xn)) > |seXA} x/
Az fi konkrét müvelethalmazból levezetett konkrét műveletek halmazát fi-val, 
ebből a (X)\X-nek megfelelőeket ü  -val jelöljük.
A továbbiakban a tulajdonságok rövidítésére felülhuzott betüsorozatot hasz­
nálunk, mely fölé irt szám azt jelöli, hogy hány névből álló sorozatra vo-_ Оnatkozik a tulajdonság. Például Su £ , B , S azt jelenti, hogy az S hal- 
máz szűrője а В halmaznak a <_ relációra nézve, SU B, S azt, hogy az S 
halmaz szűrője а В halmaznak, mig ШТ S azt jelenti, hogy az S halmaz 
szűrő.
Zárt az fi műveletre nézve а В halmaz /Z/
Z3&, fi ,B (vfeerfi) f (a fß) с в
Részalgebrája A-nak В /RA/
_у d -3RA <fi, a , A ,©> , В < .B c A  & Z o,fi,B
Megjegyezzük, a részalgebra szó a B-ből képezhető <fi,a,B,©B> algebrára 
vonatkozik, ahol (vfe^)oßf - (e^f )
В
-3 d -2Megjegyezzük még, hogy Z ©',fi,B < ■ Z 'ofi,B
Az <R,K,a,A,0> ötös algebrai rendszer, ha
<K,a|v ,A,tí|lf> absztrakt algebra és К К
3 1R = R (0 úgy, hogy ha r ^ a-1n, akkor n
ö(Rn ) C. < nA)




Legyen f : A -*• B, Akkor □  f 
n d
[ I f <a^ , . . . ,an> = ^fa^ , • • • ,f
ПА -*■ ПВ a következőképp:
В az f függvény /vagy reláció/ lekorlátozása а В halmazra.
6Ha ez nem okozhat félreértést, <R,c}>,a,A,ö> helyett <R,a,A,e> -t Írunk, 
vagy <©R,A>-t, vagy ha eR = {r} , akkor <r,A> -t. x^
Általánosítjuk a □  jel értelmezését kéthelyü relációkra:
n , .
□  r = {<<a1,... ,an> , <b1,.. . ,bn>>| (vie[l,n] ) <ai,bi>er} xx/
Megjegyezzük, hogy f-et akár függvénynek, akár relációnak tekintjük, Of 
ugyanazt az eredményt adja.
<fi,a,A1,©1> x <fi,a,A2,»2> - <ft,a,A^xa 2,®12> ' Rol­
fen -re n
^12 f : П CA1X A2 )^ ’*4 A1* A2  ^ ' úgyhogy
n+1 XXX /
□ &12 f - er± f i = 1,2
Legyen 1Л = <(R,K,a,A,»> és <& = <K,a,A,e> . Ekkor 
Kongruencia /К/
K2E , 01 4 = ^ > K 2 E , &  C RÄ2 J b ' x J b ' , E
Legyen a = <a^,...,an> és b = <b^,...,bn>
Egzisztenciális kongruencia / 3 К/
Jk 2 e , O i 4 = ^ >  К2 E, &  &
&(vne(u,reefR ,aer)Cvie[i,n])(vce = а1)(зье □ e а ) ъ ± = с&ьег X
X / Ф az üres halmaz jele
xx/
Legyen п^,п2во) . [n^,n2] ^ {iln^ <_ i <_ n2>
vetitőfüggvény az i-édik koordinátára, azaz
xxx /
7Univerzális kongruencia /VК/
Vk2 E, Ui <---=» K2 i, <&" &
A (vneco, reoRn , aer) (vbe fi =(a)) bér
-2_Legyen К = , 01 . Ekkor
a/ s a ¥(a ) */
W./e “ <R,K,a,Ay _ ,b> , ahol
ha reR„ U K  . , akkorn n-1
br = fi r (or)
Megjegyezzük, hogy mint eddig is tettük, egyargumentumu függvények argu 
mentumát, ha ez nem vezethet félreértéshez, nem tesszük zárójelbe.
Egy A = <j>,V,1,0,l] , A^ > algebra Boole-algebra /ВА А /, ha a következő
1. /—12./ egyenleteket teljesiti:
1 ./ x A x = x 7./ х Vx = х
2./ x А у = у Лх 8-/ х Vy = уУх
3./ x А 1 = х 9./ x V 1 = 1
4./ х А 1 х = 0 10. / X vix = 1
5./ ОкО
<X 11. / x V (yVz ) = (xVy ) Vz
6./ хА (yAz) = (xAy)Az 12. / xV(yAz)'= (xVy )A(xVz)
A cikk folyamán a Boole-algebrák tulajdonságait ismertnek tételezzük fel
Zárt halmaarendszer /ZHR/
ZHR2 C , H < —  у с с пн A Z2 [n] f *C




L02f , H < ^ - —4 (ух с h) ( x c  fX & f  monoton & f 2 = f £ f :тгн ->■ тгн)
. —  --1 X /Megjegyzés: LO f =4ZHR ek f
és ZHR2C,H ==>LÖ { < X,n{Y|xcYÁ Y e c }> |xcH }  lásd [l] .
A továbbiakban a bizonyításokat a könnyebb áttekinthetőség érdekében követ-
kezmény-gráf sémával fogjuk néha megadni. A következmény-gráf valamely A =>B
éle azt jelenti, hogy az A állításból következik а В állítás. Amennyiben
ez a következés korábban bizonyított D nevű állítás segítségével látható Dbe, úgy ezt " > -vei jelöljük. На а В állításhoz több nyil vezet, В 
a kiinduló állítások együttes teljesüléséből következik.
2.2. Elő-Boole-algebrák 
Előrendezés /ER/
KR2 r,H гэг°г UAU
inf D = {к|кен & к* D c r & (?*D c r =*< C,k>er)} 
r, H
sup D = inf D 
r 'H г - \ н
XX
inf és sup helyett, ahol ez nem vezet félreértésre, csak inf-t és sup-t Írunk, 
r, H r,H
_ _2 dA továbbiakban a 2. fejezet végéig feltesszük, hogy ER , H; X,Y c: H ;
és a,b$H. Ahol ez nem vezet félreértéshez, <H helyett ^ -t Írunk.
Megjegyzés: V K 2  < £H  , ***<
BH = H / £ TH = [ и т  I T c BH }
x/
ek f = {с I(3a)<a,c>ef} 
et f = {a I(3c)<a,c>ef}
XX / r í  4Ha inf és sup argumentuma vagy értéke (a), akkor ehelyett gyakran а-t írunk
legyen re а * В ekkor r£ Í rílr'1
xxx /
9Lemma 1: Z2{íl,U}, TH
Bizonyítás: Legyen Z c T H
vez =^(эт c b h) V =4 v ' иг V '




T c b hV X/
Az-re a bizonyítás ugyanigy végezhető el. A
X = П { т | х с т &  тет } /на nem okoz félreértést, akkor X -t fogunk
Írni./
eH á {<x,X>IXcH}
Lemma 2: LO eIT H
Következmények: 1/ (L2Кl) TH = {x|x=x}
2/ (L2K2)X = U{a|aex}
3/ (L2K3jBH = min (тн\{ф})
4/ (L2K4) eH (X) = <jj(x)
Bizonyítás: LI =*z h r 2t h ,h ххх/ ^
fi = {Л,V,1} Г й fiU{0,l)
H fi,a ,ttH,0jj ^4 fi H fiX
= ^  , ahol
és függvényeketH a következők definiálják:
( ix ) px Ф
j d3ypy& xe{y|py}
Megjegyezzük, hogy valamely formulában szereplő relációjel fölötti d^ d
betű - például =, e , 4 = = $  , stb.- azt jelenti, hogy a formulában szereplő 
uj fogalmat olyannak definiáljuk, amely mellett teljesül az állitás. Ha 
több ilyen van, akkor a kiválasztási axiómával definiáljuk.
xx /
minX á {alaex & (х*{а})П<и = ф)< н
~н
ххх /
Lemma n-re Ln-nel és Tétel n-re Tn-nel hivatkozunk, ahol new.
10
Legyen абГ. Ekkor е^а-t aH*-val jelöljük, és
0H á infH 
1H - supH
HjjX ^ {у I (3a6X)(inf {a,y} = 0H ^sup{a,y} = 1H)} 
YAHX ÖUíinf {a,b} I aex^ be?}
YVHX -ТДsupía,b}Iaex & beY}
ПН Ü V  гн V






*  С a=b
A bizonyítás l„-ra ugyanigy megyH
Lemma _4: ae ^ b  <^=4 be 1Ha X/
Bizonyítás: a e ^ b
Lemma 5:
I
aeíyI inf{b,y} = 0„£ sup{b,y} =
1





á = b = >  ((c < b 4=#- c <_ a) Ä. (b £ c 1 c)
д ЛBizonyítás: a/ a = b c < b
b < a = »  c < a
b/ a = b $ c < a ==* c < b
" I '
L5a/
x/ [a] helyett gyakran a-t Írunk.
11
Lemma 6 £ = b =*(inf ((a}ux) = inf({b}ux)£ sup ({a}Ux) = sup({b}ux))
Bizonyítás: Legyen a = b . Akkor
ceinf({a}ux)
I




c<b&{c} XC < & ((Л<Ь)£ { 1 } х Х С <  ) = * г < с ' )
ce inf({b}ux)
A bizonyítás sup-ra ugyanígy megy. A
Lemma 7 : infXeBH U {ф}& supXeBH U {ф}
д ABizonyítás: Legyen a = b. Akkor
aeinfX
1 ,axXc <_ & (JUXC <_ A<a)
A
L5 --- L5-------------------
b*XC < & ( l * X C  < = >  Jl<b)
beinfx
A bizonyítás sup-ra ugyanígy megy. ^
Egy fer^ műveletet egyszerinek hivunk, ha az 5t definiáló WpCx^-beli szóban 
X bármely eleme legfeljebb egyszer fordul elő.
Tétel 1: Legyen ferH ' Akkor
a/ f egyszeri =^ f (x1#. .. ,Xaf) = U{fS I S e X ^ x . . .xXaf}
b/ f (x1#... ,x f) 3  uífslsex^x.. .xxaf}
с/ (vie [l,af])xi=Yi ----  ^f (xx I .. • = f (Y]_ • • • • • Yaf)
d/ f monoton
e/ ek f C  TH
12
Bizonyítás: indukcióval
1/ °н»^н “ra a/“d/ semmitmondó
e l  он д не BHU{<|>} TH
L3
1 H ~ra
a/,b/: 1HX = {a|(3bex) inf{a,b} = 0H sup{a,b}=lH)
= (a|(3bex) aeiHb} =
= l7{~IHb|b€X}
с/ a=b ^ ^ a  = {c| inf {a,c}=C>H& sup{a,c}=lH) =
L6
= {с I inf {b,c}=0H <& sup{b,c} = lH} =
- V
x /
V  = {"lHa|aex} = (Tlc) =
= {~lHc I (Jaex)c=á) = (L2K2) =
= {-lHc|cex} = (Tla) =
“ V
*=í =» V  “ V  = V  - v
d / következik az a/ -ból
e/ á=b ^ ) inf {a,c} — supía ,c}
*7
A = (Tn)
4=^inf{b,c} = 0H &sup{b,c} 
bei„cn
~Lx = U {i„b  ьех} ==ф ~1„хетнн I 4 А нt f
Tla LI





v h -ra а/ ,b/ XVHY = u{sup { a , b }  | a e x & b e y )  = 
= U{aVHb | a e x Ä b e y }
с/ á1=b1& a 2 =b2 >aVHb
A A , A A 
X1=Y1A X2=Y2
= sup{a,b} = supía,fb} =
f t
L6 L6
= sup{a1 ,b1) = a ^ V ^
*X1VHX2 = U ( a 1VHa2 |a1ex1Ä a2ex2} =
= U { c ]VHc2 I C3a1ex1,a2CX2)á1=c1^ á2
= ujc1vHc21 CjeXjA c2ex2\ =
t
L2K2
- W 2  = Y1VHY2 = Y1VHY2
d/ következik az a/-ból
He/ XV Y = uf supí a,b) |aex &■ ьеу) e T
í
L7 ,Ll
A{I~ra ugyanúgy megy, mint V^-ra.
2/ E pontban a ~ jel az a/,c/-ben =-t, b/,d/-ben -t jelent.
Legyen f(xl,...,Xn ) = )H f1 (xx ,...,xn)
a/,b/ Az indukciós feltevés: f (X-^  , . . . ,Xn ) 3  U{ f s | sGX^ x . . . x Xn }
f ( x l f . . . f Xn ) = V l ( Xl"--'Xn) =U{-lHa|aef1(xi,...,Xn')} => /ind.felt.
t
Tlal
^Uí'^alaeUíf^lseXjX . . . x X n ) =
-  U f t J { - ) Ha | a e f 1s }  I s e x Xx . . . xXn l =
= U { iHf! s I s e x r < . .  . x x n ) = U{fs I s e x ^  . . .  x x n >
c/-d/ közvetlenül adódnak Ti bizonyításának 1/ pontjából.
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Legyen f(X1#...,Xn) = f1(X1,...,Xn) VHf2(хх,...,Xn) , úgy, hogy az
a/ esetben f1 (xx,...,Xn ) = f1(X1 ,...,X..)*f2 (xx,...,Xn) = f2(xj + 1,...,Xn)
a/,b/ Az indukciós feltevés: f^íX^,...,Xn) 5  {f^s|sex^x...xXn> i=l,2
f(xi,...,Xn ) = LT{aiVHa2 |aiefi(xi,...Xn) i=l,2} 3  /ind.felt/ 5  
5 Uta-jV^ I aie U{f ±з { s e x ^  . . . x^} , 1*1,2} 3
3 u { f 1svHf2s|sex1^  .. ,*xn} = u{fs Isex^ .. •xxn) 
с/ Az indukciós feltevés: X^=Yj, j=l,... ,n ===^  f ^ (x^,. . . ,Xn) *f ^ (y  ^,. .. ,Yn),-i=l ,2 
d/ Az indukciós feltevés: X.DY ^ , j=l,. . . ,n = Ф  f ^ (x^ ,. . . ,Xn)l>f ^ (y  ^,.. . ,Yn),i=l, 2 
f(x1,...,Xn) = 1 7 ( 3 ^ 3 2  |ajLefi(xi,... ,Xn) , 1=1,2} 3 /ind.felt./ 5
^ U{alVHan |aiefi(Yl'-*-'Yn)' i=1'2} =
= f(y 1#...,Yn)
e/ Az indukciós feltevés: ek f^ (x^,...,Xfi)eTH , i=l,2
f ( x i f . . . , x n) = U{sup{a1,a2) |aiefjL(xi, . . . ,Xn) , i=l,2}eTH
L7 ,L1
Лн -ra a bizonyítás ugyanúgy megy, mint VH~ra. A
Következmények: 1/ (TIKI) (vfe?H ) = f^C^B9 )
2/ (t 1K2)rÄ 2 Ph ,TH
A af+1
3/ (T lK 3 ) (v fe rH) f = □  eH of
Bizonyítás:
1/ Legyen fef„ . AkkorH
f (а н^') = {f (a^  ,. . . ,aaf) I a^eH, i=l,...,af) = {f (á^,...,áa )^ |а^ен,i=l,...af} =
t
Tlc
= {f (ад^ , . . . ,äaf) I áieBH , i=l,. . . ,af} = f(afBH)
*7
H = {{a}/аен} ; f definícióját 1. 22.oldalon.
15




z2 г1 H ' L RA2<rH ,irH>,TH
3/
/af+1 / Л
[ o  eH° f ) (xx, . . . ,Xaf)=eH (f <чеНХ1' •••,eHXafy =ен(f (Xl' * * • ,Xaf)/ “ (Tie)
=eH v£(xl' • ••'Xaf>) - (Tle ) - f (xx , • . . »xaf ) Á
Nevezetes előrendezések:
Előháló (ЁЙ)
ÉH2 H ^ V h (2h )c BH Ä aJí(2h')c b 11 /f1 definícióját 1. 22.oldalon/
Komplementéit előrendez®(RÉR )
KÉR2 ^ H , H 7H H cl BH
Komplementált előhá]ó(KÉH)
KÉH H 4=^-4 ÉH H &. KÉR fi 
Disztributiv eloháló (dÉh )
DÉH H ÉH H Я (Уа,Ь,свн) aAH(bVHc) V (aAHb) VH (aAHc)
Elő-Boole-algebra (EBA)
ÉBA H * KÉH H Я DÉH H
Megjegyezzük, hogy, amikor azt mondjuk, hogy H "elő-Boole-algebra", ak­
kor az "algebra" szó a elorendezéssel generált algebrát illeti.
Ennek megfelelően:
ÉBA2 ~ H /H Ф ÉBA PH és
BÄ2 ^ n ,H^-i-^BA PH
AVB А П В  / ф ; ЛАВ А Г) B = ф
X/
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Lemma 8: КЕН H-==мэ„евН & 1 евНн н
Bizonyítás:
A bizonyítás 0H~ra ugyanígy megy А





^1h h'Uv h (2h ")Uah (2h )c b h - ^  КЕН н к
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Lemma 9; Z2F,A Z2 F,A
Bizonyítás :
I. Z2F,A --=»(vf€F) f\afA ) c A  ™^(vfGF) ^ { ^ а ) с А -->Z2F,A
II. indukcióval
1/ Z2F rA = >  (vfeF) f*(afA)c:A
2/ Legyen geF definíciója a következő alakú: gs =*f^ f ^ s^ , . . . , fnsn'j , 
ahol feF,f.eF U{A } és sea^V, s.e XV , ahol V a változójelek1 A 1
halmaza.
Az indukciós feltevés: ^Vie[l,n])f^  ^ iA ) C A , és f (,ПА )сл 
3(а9л) = f ^ v ) )  C ? ( " » ) C A
t  f
indukciós feltétel A
Következmények: 1/ (L9Kl) EH H <- Ф Z-2 (VH ,AH) , ВH
2/ (L9K2) KEH H^-=4Z2 rH\(VH ,AH) ВH
3/ (L9K3) KEH H^----=»Z2 ? H , BH
Bizonyítás:
1 / EH H VH (2h )c  BH Ä Лн (2tf)c В*Ч--=Ф (T2K1) <f= *
Ah (2BH)c BH^ Z 2{Vh ,Ah}, BH4=*> (L9)^^Z2{AH ,VH) Г ВЫ








 ^ гн х^ н ,лн^  ,в
I
72 П RHZ 1н ,в









Z2 rH\(AH ,VH>, Вн
Т2К1
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з/ kéh н ra2p„,bh«=--=» z2r„,BH< -=» z2r„fBHп H n
L8K L9
Lemma 10: a/ ER H aA^a = aV^a = а
b/ KER H =- ^П2а = а H
Bizonyítás:
а/ ER H = = ф .  а <_ а & (b<_a -=} b£а)
аАна = а 4= ае inf{a,a} = аЛ„а
П
VH~ra ugyanúgy megy a bizonyítás 
Ь/ 1*а = lH (lHa) = irnHb|beiHa} = Т7П НЬ | ае ^ Ь)
f 1
Tla L4
KER H 'l a ф ф -- >TJ{lHb|aelHb} ф ф « = Ф
,-.2-ф ae U{lHb I aeiHb) -=--t ae'l^ a = » a = l^ a A
Megjegyzés az EH, KER és DEH definíciójához:
a/ (Mla) ÉH H«=“ >VH (2tf) - Ан (2Н') = ВН 
Ь/ (Mib) KER Hé = ВН
с/ (М1с) DEH Hé=-4ÉH Н&(Уа,Ь,сен) aAH (bVHc) = (aAHb) Ун(аЛнс)
Bizonyítás:
/ 1. v = л (2"н) = bh =4 v (2н)с внА л (2н)с ВНП ' п п п
2 . ЁН Н — >(váeBH) а = аЛна (váeBH) áeAH (2н0 — > ВНс AR (2н')
!
Ы О а EH Н
Вн = AH ^ )
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с/ A bizonyítás során az aAH (bVHc) jelsorozatot A-val, az 
(aAHb)VH (аЛнс^ jelsorozatot pedig B-vel jelöljük
1. EH H & (Va,b,ceH) A = В » EH H & (Va ,b ,сбН) AVB ^ DEH H




(уа,ь,сен) лев14 & вев11 = » eh h & (va,b,cen)A = в
= {x IХЛ X = XV„X = X}II n n
С о = { x | l j x  = X}
H
Tétel 2 ; KÉR H *===^> (УХеттн) ПНХ = X 
Bizonyítás:
1. l l x  = V { ^ a  I aex} ='СГ{а|аех) = XH n
t t  I
Tla LlOb L2K2
2 . (ухеттн) i^x = x ==*“ijja = a \  0 н а) = ® (зьен)ье iHaí
Tla
■— » V  clHa “ р ' У 3 = 3 = * " lilb - v - p v  - b
тре feltétel, Tlc ^
Következmény /Т2К/ : KÉR H <--"^^2 = T
H
Bizonyítás: 'C 0 = (X|ljx = X} = {x|x = X} - T
^  tKÉR
;.< >
a/ EH H » BB - minГr’ \ H {Ф 1)
ь/ KÉR H vnH • /-> В = m m  \
i  2 • ( Ф } ^
' \,’n /
Bizonyítás:
/ EH H =» (уаен) áe <H > ВМ; -h c tH =■ * Ви * min(f(| í Ь > 4J
LlOa,T1K1








~ min ( C _\{ф}
c v '1ii
<йв„. Л  á < < H ,
Megjegyzés: <á,b>e< <a,b>e< , mert VK2 < F,, <'< , H 1—H H /
Megjegyezzük, hogy ER2 £ , BB , s5t rendezés is.
A továbbiakban < helyett < -tf mer -re « „ helyett a -t én
~B ~ B В B
.И helyett Гп -t Írunk
Lemma 11: inf X = inf £f,(x) supX = sup (X)






inf ; inf -t Írunk. 
H В
helyett
ае inf X < > аен£ акХс^ &■ (b^Xi. jj * > bijja)
H t Й4 1í
V 4r V
ae inf (x)* > авВВ& 'á.<^ .(x)í'. <- £( b* (X)<  ^ *b^Dá )_ — H — fi — U — M — hJ d 'в
(ae infX < > ae
H в
 inf ^.(xj) > infX
" H
lnf l í i X )в в
Л bizonyítás sup -ra ugyanígy megy
Tétel 3:
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Tétel 4: а/ КЁН Н >(vfer)f Н ВН ' f В ВII
Ь/ КЁН Н > f (atBH ) f ВНВ
Bizony!tás:
а/ indukcióval /al és a2 lépésekben/






1 = 1 bizonyítása ugyanigy megy.Н В
áA„b = аЛ„Ьп Н
Tic




aV b = aV b 1 izonyitása ugyanigy megy.H Jd




(vfer)f (afBH) - fH CafBH ) = fH (aff ) c B[I^  z2 rßfBH z2 rB ,BH
f 1
T4al TIKI KEH,L8 L9
a2. Legyen f definíciója fs = 1 gs alakú










0 'н = qB















кKövetkezmény: /Т4К/: ERA II
Bjzony i tás:
bä ви
В*1 háló, mert infla,bl, supla,bl6 B**
В В t
T4b




аЛн (bvi,c ) “ (аЛиь ) vn(a\ic) ♦ áAB (|,,V )  " (аЛвь ) V|J/,AB,: ’
í
T 4 a
13 három állításból következik /1 1J / * hoqy НЛ 4 «■' , H » . A
Meg legyezzük, hoqy az általános i tás halmazműveletekre természetes volt , ugyanis
legyen HA<Г ,В . Ekkor
Гв - { f I fér 1 , ahol.
ha F:‘*^ B *B, akkor f : и ,Н*В/ * ill, úgy, hogy ha О » '* * h , akkoi
fi l.)| - Ifslstír
f:a (мВ) ► и В, úgy, hogy
f í X .... ’hr) ,J ' («,
Lemma 12: hegyen f,gei' és Г -c| Boo Ie -a!gebi ai azonosság. Ékkőt
ЕВА II > f - g,
в и
Л bizonyítás tjVf.;, f^AF^ -re 'iqyanigy megy.
/- 23 -
Bizonyítás:







= gн = 9,н н н
Tie Т4а Т4К Т4а Tie
2.3. Szűrők és osztályozó részalgebrák
Szűrő (Sü) Valódi szűrő /VSÜ/
SÜ2H rS < ^  SAHS C S Á  SVHH C S  Ä  S^isupH VSÜ2H,S 4=JL=*sff2H
---i H __о x /
Su r, H, S 4 = S = >>r|H - <H Ä Su H , S 
Megjegyzések a Sü definíciójához:
a/ (M2a) SA„SC SП =-^SAH S - S«--^ttSAh ttS c. ttS
SVHHd  S 4==*SV„H - S < = ^ ttS V ttHcttS n H
b / (M2b) StJ2H , S 4 ^ =^se£, &  s v„h c  s&supH^sH H
c l (M2c) SÖ2H, S<==-=»(ya,bes)( aAHb C S& ( a<Hc =* ces)) &  P^supH
Bizonyítás:
a/ S A S  = V  {aAub|a,beS} D 1 Г {а Л „а  | a6S} Z)XT{a |aes] = S  И H H I
L10
A
SVRH D  V  {aVHa S
LlO
*stf írS c ttS & SAHSenSJ[HTiS = = > S A HSenS SAHSC S
X ,Y enS =»X A HY = U  { алнь|аех,ьеу] C  TfS = s
ttSV„ttH c  ttS SV„HC S állítás bizonyítása hasonlóan megy.H n
S í ' S*H
a továbbiakban S a H egy tetszőleges szűrőjét jelenti.
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b/ SV H C S  svHs«-s
t
Tld
-■> SV S - S
M2a
с/ 5ИнS c s SVHH c
/ j
Tld ► a£Hc 4> aV с—c 
H \ H
N \  .
Cva,beS)a A b C Sn CVaes)(a<' c ^ces)— H
Lemma 13 : SÜ2H ,A 1 {J^  S
Bizonyítás: következik a definícióból, mivel 1H = supH
Algebrai zárt halmazrendszer (4AZR) 
ÄZR '<L 'С = { А I RÄ2 isf , A }
Tétel 5: ÄZR {S|SlJ2H,S}
Bizonyítás 
d /fa = , к  | с б н ] ,  a,  , H , o' / > , a h o l' " С О I * Лем 'fa
= {<£с ,1>,<кс ,2>|сен} es
®^a = { <b*a> |b<Ha j U {<b,b> |b_^ HaJ





/ V'(Va, bes )(VceaA„b) cesH ( vaes)( Va<Hc )ces
\r
' Va,beSV VcGaA Ы  ©k (a,b)=ces 1 Vaes^l Va<uc)&f. аи С 4 — п ' С
& (va,bes) (Vc^aA b) ok (a,b)=aes ( Vaes M Va£ с) о £ аИ С л О
- cesv 
= aes
z 2 {<эко I сен),s Z2{cy^Jc6H} ,S
J *  C
^  — 2 / URA J'J , S
A továbbiakban a 2. fejezet végéig legyen mindig ЕВА H és sTJ2H,S, ha 
másképp nem tesszük fel.
-1 ' 4
a-, b a ^  bC.S ahol < > в  П.s H
a-.Hb í ( 'HaVHb^ n K V )
Ekvivalencia (EQ >
EQ2r,H 4 - ™ ^  ER2r,HÄ r=r_1
Tétel 6: a/ eQ2=s,'
Ы =s.1h
с / seH'=s
d / s e  s
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Bizonyítás
a/ a-gH < - a+ ^ a  « l„e S
1,12 L13
a=gb & b=gC
a ■»- +Hb C S
, /
a &c
b«-»c c S a* * c  CS
/
S Г>(а^нЬ)Лн( Ы - на; » (a->Hb)Лн ( a ^ c )
1,12
(a = Qb ^  ^  b = a) i a< *цЬ “ b4 кца
L12
b/-c/ ael„ & а з  b




















a / a 4b 4vxe lHa,ye /,,!))x sy
b / a bО * (VxeaVjjC, yebVHc) x у
с/ a sb >(vxeaAHc,yeb'1Hc ) x sy
Bizonyítás:
a *-*■ Ь = I a« -*■ \ bн н н 'н
L12
//






/ / / (a-*„b)vHcc.s > - H b) W Cl1
/  //





f VxeaVjjC ,yebVfJc )x у ( VxeaAHc f y e b A j jc )x  -:gy
1.14 úgy is fogalmazható, hogy (Vfe-0-^  ) f^^a^ =g aaf )L ::g f  \ a i  a a f )
Lemma 15; Jelöljük |X|— e1 H X -t. Ekkor
Bizonyítás:
а / се I 1„а ívye !Ha)c-sy (.vye »УJe \ {У ’ с 1в 'Hc) ci~sY
Li 4a T 1 a
> I'Vyie ' °J e 'nc )cJ sy > - Vc , e l1,c)c1 a lc1e iHc 'c,e i a
r.JOh KEI! II
a/ (vce I ~lHa I ) (Зсхе I a |) c^e^c 
Ы  (vce|aVHb|)(3a1e|a| »bjö | b| ) свад 
c- l (Vce I а Л цЬ|) (.-9 a j e I a I # b Le | b |) ceaJA{Ib1
Lemma 1 4 :
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Ь/ ce|aVHb| (VyeaVHb )с*-*ну S > 17 |c*'■■►ну |yGaVfJb] < S
t
Tla
— »c— H (aVHb)cs 
у Ü c«-*H (aVHb )
í = (c-H (aVHb)) - H(aVHb) = y<-H (aVHb) = ( y ^ a  ) ^(у^Ь.,) .
1 t
L12 I.] 2
ahoi y 1 = (yvH lHa) AH (yvH~IHb) és ьг = bV{I lHy . Legyen сву^ ^
y e s  -==^(yvHiHa) лн (yvH‘JHb) C  S ..> ce 11
1M2b
H
У C  S = |1н | — » I 7Hy I = он I ==» ье I ь IVH10HI j I bvH 1ну I = I b 1
Ll 4
bxI = |bVH 1НУIo|b|VH|0H|9b
У].лна Э с Л на |У1Лна 1 = I сЛна I = 11нлна a I ~  у г AjjS С I a
У1ЛНЬ1Э СЛНЬ “ ^ Y l V l 0  lb l
с = (Уд^Лца) vH (y1AHb1) = = »  (3a2e|a| »b^lbljcea^jjb.
/ c e |a A Hb | — =Ф Идс c."1H |aAHb| = h H (aAHb ) |  = P HaVH^ b |  = I ]ua IVH 1~lHb | — >
Ll 2
^ ( v c 1eiHc)(3a1eiHa /b1eiHb)c1 = aivHbi ™ >  
"4 (Vcie 1HC 1 '^а1е1Иа,Ь1е1НЬ 1 'h c i = |на1лн1ньг  ^
(3a2e 1Ha1fb2e c a2vHb.
>(la2eI a I,b2eIb|)c=a2VHb2
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1.15 uqy is fogalmazható, hogy IVfeö.. ) f( „a. - a c ) ^ > ' ffa, a )н Ь 1,..., S af/ S V 1,.,,, af'
Következmény; (I.15K)
3 2hegyenek а гд, ry C H, r.,C H relációk a következők:
<а,Ь,с>еГд i  сбаЛ b
<а,Ь ,с>егу <£ ceaVjjb
<a , b>er-, > be 'na
эк =s,<;(<„. r,, rA, rv ),n>
Bi zonyitás :




„ 3  ,--т» <a-j , b, c>ery & <a^ ,b, c>e П g ^ <a ,b, c> J
< a ,b ,c > e r y  & c ^ c  ^■■----^(;Ja1 r s a f b 1 = gb )  o ^ b ^ c ^ e ^
t
L l  5b
Гд -re és r-j -re a bizonyítás ugyanígy megy.
' a  , b>e< 2/ a,íra * аваЛ b & a. - a ■=> a.e | aA b |
f
L.1 5c
K 3 a 2e|a|f b2e.|b|) a]ea2AHb2 — >(3b2e|b|)a.L<Hb2





a / <a,b>e^ g & s1c: s a. ,a>6ír Ух <b ,b>e - 1 S1 1 1
T5d -> V






<a j , a> t
li-
а< »jjb > S
(¥Ь1еа1"*цСа"*нЬ,) Ьг ; ;а)
аГ  V 1 К 1
Ы  2, L14









( lbie K 11,),ai'b l 'fi S
H/s а H/äs
Osztályozó részalgebra (ORA)
ÖRÄ2 <Е,а,ттВ,(3^, Л< d ^ RÄ2 <£, а,ттВ,ег^ , А & ( И Ё 0 2Г,в)а « В/{. Х/ 
Tétel 8:
Legyen ORA^ R{i,A és A~H/r . Jelöljük |x|-el rX-et. Kkkor
(vfeJ2H)|f(a1... aaf)| - £ (Ia x I... Iaaf|)
Bizonyítás:
£(-al.... aaf)cl i-
h "аГ H* • ...aa J  , /v fi
\  / /
ч-l l/ ?
f(a1 a f) C
....  t
f (|a1l |a 1) ел
9 • • • 9 a L
f
1
Tla r a 2ru a »* !
f iß
H,
1, . . . ,aaf ' f  íl
Itt értelemszerűen Írhatunk A helyett ■ Y., a , A , o> -1 is.
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-t azért értelmezhettük úgy, mint H-ból H-ba
menő függvények halmazát, mert megegyeztünk, hogy (a) helyett gyakran 
a -t értünk.
Tétel 9: ÓRA" V A 4 A C %  •
Bizonyítás:





V -ra a bizonyítás ugyanigy megy. H
Most kimondunk egy tételt, mely szerint kölcsönösen egyértelmű a meg­
feleltetés az ORA-k és Sü-k között.
Tétel 10: 0RA2Rh H/r «==» SÜ2H,rlH &  r = =rl
' H
Bizonyítás:
Jelöljük ra-t |a| -val és |iH |—t S-sel
I. ö r a 2r h H/r — »SÜ2H,S i r r==?s




a I = I b I
T7‘ 4V
a ^ Hb I = I a^->Ha | = S






a-^ub cl S H
I a I = I b I 
1
<a,b>er
I I .  sü2h , s = 4  0ra2r„ ,  h /_
П — ,
( v f e l ^ ) | f ( a i ; . . . , a a f ) |  = f  ( |а х | ......... I aa f I )  ====» RA2RH,H/
L14, L l 5 ЕВА H/ T9
Megjegyezzük, hogy T10 a következőképp is fogalmazható:
ora2rh ,a 4 = 4  (зС seA ) SÜ2H,S
*/
SÜ2H,S 4 ^ = 4  (3C ORA2Rh a )  seA








3C jelentése: létezik és csak egy.
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Tétel 11: ~s A H
Bs
Bizonyítás: a s Is lb Ls
-L15K
(3bie lbls) a .'-H bl
IЬIS is la ls
(:-3b2e|bis) b2 < a
3 I SAlJb I sei,^ s * \ s b u \ b \ s ^ { a , b 2 )
'SÍ
a I s — I b 2 I ,s — I ^
Tétel 12: V :4 V  Bs ) = < ? s ’ ? Bs,\//
x/
Megjegyzés: mivel <p -nak és elemeinek értékkészlete tartalmazza BB -t,




d <H a & d b& ( c <H a&r c b =-•--» c a)
’l
|d|s<s !a|sfc I cl I s<s I b i H Ä- (| с I s<s I а I |c|s<s |b|s-^|c|s<K lais)
I d I se I a I sAS I b Ls
\  T11\ {|d|s) - |a|sAs |b|s
X
a ISAH 1b Is1 = |a*sAs |b|s
X/
íx] . Láthatóan tpA = A
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{I a IgVgIb Is} = lalsvHlbls bizonyítása ugyanígy megy.
a b лн I°h Is ^ Ia Isv h "^l^s ^ h Is
T12a,b
a lsAs ~*н Ia I s I°h Is ^  ta lsvs ^ h Is
4V
1H Ia I s6 *^ S 'a I s
Til
{пн ^a ^ S } I a I s
Rs a <^H' Bs )  ps й <(íн u t s '■'s,' Bs)>
Megjegyzés: sTT2H,lH BH = Н Д Н . Н а  S = 1ц, akkor az S index elhagyható,





H HLegyen f:Rg -- *- Rg » úgy, hogy
f Cl а Is ) ^ I а Is . Ekkor f függvény /T6d/ és
ek f = RH
f 0 3 I S х ЛНI b I S x) . f 0 аЛНЬ I Бд^) laAHbls * lalsAHlbl
T8,T9 T8,T9
f homomorf vH~ra ®s ~lH~ra *s' ennek bizonyítása ugyanúgy megy. Sót
T6b,c T6b,c Д
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«&0 1 ^ П Л ) Л Ф Л Ф } } >
В* ^ Н ' А^  A C *H Ä (3o,ieA)BÄ <^-H U{0,1},A\>
— tel o r a 2rh ,a <Л н а^ >
Bizonyítás:
Ultraszüro /US/
ÜS3 r, H, U <--d- » vs ff3 r,H,U &  ( а £ и = П на с и )
Megjegyzés: /М3/ (3s1#S2)(Rg * Rs &  Rs = Rs )1 2 1 2
Bizonyítás:
Sa ä <c|c<Ha>
(Va€H) sTT2H,Sa & ( b e iRa = ^ S b^Sa)
Ismert ([1] , [2] , [3]) , hogy S#H = 4 ( 3 Ü S 2H,u) S C U  . 




U = U. = *  u D {a,b} = » U aA b > U = *  U 3  o„ = *  U = H a b a  a H  a a H a
így ua * ub.  ^ H és ezért Ry Ф RHf Ub a b
US2H,U = >  sTT2h a ,Ua & R»a = év0,1 A
Tétel 15: a/ sU2h ,s = ф SÜ2 BB ,1s1
bl bl
b/ SlT2H,U S ¥=- s a 2 Bg ,s
Bizonyítás:
STT2H,Sл
(Va,b€S )(а/уь C S Ä  (vc€H)aVHc C. s)& S * ф
^ 2b s ' I S I sbl bl
c  s >>ls4
A
H/s/Sl fl Ch /s )/|S i
Tétel 16: a / ORA2P„,PH & (oRA2P„,A = »  A = PH )П H
b ' pH/s s ps
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Bizonyítás:




b/ Ez а III. izomorfia tétel [l] egy speciális esete.
Megjegyzés /М4/ : Bármely Pq homomorf módon beágyazható PH~ba, mig
,Hbármely Rg izomorf módon ágyazható be RH~ba, azaz
(vp" ) ( 3 ra2ph, a )a ^ í >p”  & 
CVRs )(35S4 ' A)A s  r s
Bizonyítás: T16 és TlO.
2.4 L-gyűrűk
0H - {~ h ' V es ■ 0H UíS}
j h á < V " H>
/Feltesszük, hogy EBA és sU2H,S /
Megjegyzés: /М5/ а/ <^-*н ,тгн)> félcsoport
b/ <^Vh ,ttH^> félcsoport, melynek nullaeleme 1H
с/ a fenti két félcsoportot disztributivitás kötj 
össze.
Bizonyítás: a / (x« hy)<->HZ _ X<-»H (y<-»„Z)
í
L12
Ы  (xvHY) VHZ = x v h (y v h z )
X VH1H XH
Cl XVh (y- h z ) = (XVHY ) « H(XVHZ)
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II. Legyen ORA JH ,A. Jelöljük |X|—el A azon elemét, amely tartalmazza 
X -t, ha van ilyen.
K Rs ) H b s ) a j s a <{
S
V  VH вH \/
£ ( b » ) ä °SHfl <K ■ s) . Bs>
Megjegyzés: /М6/: a / LHs gyűrű
b/ 4
j2-karakterisztikáju Abel-csoport
с/ Dg nullaelemes félcsoport, melyben van 
egységelem is.
Bizonyítás: A fenti algebraosztályokat definiáló egyenletek teljesülnek 
T14 miatt.
A
*/ Egy <^{ .,-, 1} f tC y csoport 2-karakterisztikáju, ha (vVa€A)a*a 1
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Megjegyezzük, hogy az X  függvény értelmezve van bármely Boole-algebrára 
vagy bármely kétmüveletes 2-karakterisztikáju algebrára, mert ha
R = <4 A,V,-| } , B>
K R ) = J = <(W»V], B >  és
a€B tetszőleges, akkor
X(R ) = <{+-+,V,aVia}, b)>
(J ) = <\{-*->,V,a«-*-a}, B>
A korábbiakhoz hasonlóan, ha S = 1 , akkor elhagyjuk az S indexet, pél
dául G*1 = G?
XH
BA R = = »  JR = J (R) következik a def iniciókból.
MG - gyűrű /MG/
MG L (3 bX r )l = £  (r )
Lemma 16: MG L <==* (_! BA r )l = <£ (r )
Bizonyitás:
Legyen R± = <({У±,Л± , T ,0± ,1 ±},В> i=l,2,
b> = ^ ( r 1) =<^(r 2)
Tl8-ból és a definicióból következik, hogy minden ÓRA-ja MG-gyürü.
/Pontosabban minden LR MG-gyürü./О
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B(L) = В Д = 4 Ь  =<£(В) , azaz В = <£ 1
Látható, hogy et(ß) = {l |mg LJ
L-gyürü /L/
L \ í4-*»V, 1},A^ > <=---az Лд, 1},A^ > algebra Äbel-csoport és
<^{V,1},A^> nullaelemes /=1/ idempotens félcsoport. 
Tétel 19 : LL &  <£)( L ) monoid (—  ■■> "MG L
A bizonyítást lásd például [l.V.2. fejezetben]
▲
Tétel 20: a / (3r a 2l x ,l 2) MG & ~MG L2
ь/ MG Lx &■ l 2 ===» MG L2
с/ LL^ & — 2 R A L 1 ' L2 =» Ll 2
d l L L ^ L1 ^ L2 =Ф LL2
Bizonyítás: A részalgebra viszony nem tartja meg a monoidságát, mint tulaj­
donságot, a homomorf kép viszont igen. Az Abel-csoportok és nullaelemes fél­
csoportok zártak részalgebra- és homomorf kép-képzésre.
▲






Tétel 22: a/ RAZ JH, |S
b/ S^-S2 I Sx I - I S2
Á
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с/ S3 = п  (s|sTJ2H,S& S S2] =^»XJ:H/S = H/g j
másszóval: U ^ / g ^ ) = H/s3
Bizonyítás: 
a/
1 1 V  X (RS1)
b/ M2b 




S3O U | Sl|
2 I»
^ s = U|s1ls
Tl5b
H ^Mivel 1 CS, a fenti tétel értelmében, ha а В Boole-algebra szűrőit és a 
J? , gyűrűket vizsgáljuk, ugyanazt az eredményt kapjuk, mint ha a H elő-1^ 1 TT
-Boole-algebra szűrőit és a J gyűrűket vizsgálnánk. Ugyanezt az eredménytTT ^ Hkapjuk akkor is, ha az L gyűrűnek az Lg homomorf képeit vizsgáljuk. Az 
ebből származó egyszerűsödés miatt a továbbiakban ezt az utat választjuk.
Kongruens részalgebra /KRA/
Legyen Oi  = <5,A> , = <5,B>
KRA2 01,T <£ = ¥ (з К2г ,а ) T€A/r &  RÄ2 01, T
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KRA2 O l , &  — » К RA 2 ( Л, В
Megjegyezzük, hogy az Üt algebra T KRA-it <H,T> algebrának is tekinthetjük. 
Következmények: /Т22К/
a/ ORA2 J ,A<=4 ÖRÄ2 J .ÜA
b h H
Az egyszerűség kedvéért a továbbiakban U  A helyett gyakran А-t fogunk irni.
igy: ORA2 J ц,A 4 = 4  ÖPA2 J ,A
BH H
Ь/ К r,R 4 = 4  К r, J
С/ BÄ R = 4 [ K 2r , R 4 = 4 K 2r,<í(R)]
d/ K2 =|S1,-J«
e/ SÜ2BH,A 4 = 4 K R Ä 2 JH ,A<==4 ŐRÁ2 J ,
H Hmásszóval j" - k a  J faktoralgebrái az S KRA-k szerint,О
H H /azaz J = J /c uj értelmezést nyert.S о
Bizonyítás:
a / T22
Ы  K2r,RH 4 = 4  ÖRA2RH ,BH /r 4 = 4  ÖRÄ2 J H » ßH / r <5=4 K2r , JH
с/ T22Ka
d/ ORA2 J H ,Bg £ Bg = BH/E
e/ KRA2 JH ,A
/  \
1H€A (3S) A€BH /
r2r,H * --л. лпл^и I . ^  ORA^ Ju, JSu В , A =====4 ÓRA Rr В j A
1
2 V  'Űa" 45”2”' 1Tä





Tétel 23: a/ LL - ^(VKRÄ2L,S) ( Л  K2r ,L) SeL/r
ь/ LL=--=4(vK2r#l )(3Ck r ä 2l ,s ) seL/r
Bizonyítás:
a/ LL & KRÄ2L,S
S normálosztója G(L)-nek
1
(ЭС к 2г ,l ) seL/r 
b/ LL & K2r,L
(З Г  S ) S normálosztója G(L)-nek és SeL/r 
(ЭСk r ä2l ,s ) SeL/r
А
T23 azt jelenti, hogy L algebrákon KRA és К egyazon tulajdonság két aspektusa 
Szürőlánc (SL )
SL2H, <S, S ) <— — S, D  ...DS
Szürőlánc finomítása (Fi )
FI2 sÍ)'^si S2^ >4===^==^ (Зkölcsönösen egyértelmű monoton h:fl,n]-*[l
( V ie [ l , n ] ) s 1 = S ?,.4& ’ S1 = S2 &•4 L J/ í h <.jJ n m
& s l 2h , <(s ]  s 1^  s ü 2h , < s 2 s 2 S\ 1, . . . , п/ 4 1, . .., m /
*/
h monoton (i£j=4h(i) <_ h(j)}
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Szürőláncok izomorfiája
Legyen SL2H,<sJ; S* > és SL2H, /s2 S2 \ . Ekkor
...,Sn )  ^  > (3h: t-1 ' П] ~ ^  Ö-' n])(vie [l »n])
Az izomorfia értelmezésénél az S? -két i^e[l,2"], je[l,2]) a JH rész­
algebráinak tekintjük.
Tétel 24: /Finomítás! tétel/
S1 = S2 n m 4 /van közös izomorf finomítása < S^4) -nek és^ 1/ • • • f n/
;2 s24>-1 , . . . , m / nek /
Bizonyítás:
lásd [l]-ben II.6.8. és II.6.11. tételeket.
A
Következmény: /Т24К/
__ л 2 ._ ^BA В &. B ^ C = 4 / a  В-5>B^  ... —>> C és а В —^ B ^ — . .. -*>C láncoknak
van közös finomítása/.
Bizonyítás:
В 4 ^ B 1 = ~ < 3 s ü 2b ,s )b 1 = B/S
/4
a ^ b < d- ->a— »„bC S , ahol - ^ e í l  , úgy, hogyvs H
a- H b * b W
--2Lemma 17: ER < C#H
Bizonyítás: 1/ а < a
21 а <  b &  b< с  = 4 a <  c  ( W ( a - > Hb )  Аи (Ь ' ^ н С^ -  a '^ H C)
А
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Lemma 18 ; VK2 <^,
Bizonyítás:
aiHb aie4 a bie &
Lemma 19; <| = =g
Bizonyítás:
at-*-HbeS4=*(a--Hb) ^  (b->Ha)es 4=>(a-HbeS<2' b-*Haes)










Következmény: /Т25К/ a/ {S | sTJ2H, S} {sU2T„ ,S}
S1




Megjegyzés: /М7/ Н valamely szűrője kiválasztja Н ORA-inak, szűrőinek , 
zárt halmazainak, stb. egy-egy részhalmazát.
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Tétel 26; Legyen нэн^. Ekkor





=> XA.T У = X/1..Y6R 1Hx H
V-ra és 7-re ugyanígy megy a bizonyítás
II.
RA2RH ,RHl
XA„ Y = TJ{xA„ у|хехПв 
H1 H1
и H I
1,yeY О в =
= U { x a „у |х е х  Г) вн , уе уП в н}-= хл yn H
V-ra és 1 -re ugyanígy megy a bizonyítás.
A
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3. PREDIKÁTUMKALKULUS és m o d e l l t é r 
3.1 Definíciók
A változó-jelek halmaza:
Az n-változós relációjelek halmaza:
Az n-argumentumu műveletjelek halmaza:
Z = (x.Jieu)} 
Rn
Кn
Az R^ és K^ halmazok tetszőleges, de rögzített jelhalmazok.
Kikötés: - e R 2 , azaz az egyenlőségjel mindig szerepel a kétváltozós reláció­
jelek között.
R — U  R .
i=l 1
K = U  K.
1=0
A kifejezések: T = t (k ) = w„( z) к
A primformulák: P = p (r ,k ) = [_J R.x ^t
i = 1
A mondattani jelek: L =  {A, 1,c^  ^| i, j6w}
A formulák: F = f (r ,k ) = WT (p)
A {Z,L,R^,K^,Kq Iieo)} halmaz elemeinek diszjunktaknak kell lenniük. A de­
finiált halmazok elemeire a továbbiakban az alábbi jelöléssel fogunk hivat­
kozni :
Pi6Ri ; к±еК± ; твТ ; ; IC F
A levezetett mondattani jelek: ÍV,-»- ,< -+ , О , l ,o} , az alábbi definíciókkal:
Уф = (~1^Л1ф) 'f «—>-ф =
f+ф = If Уф
1 - dll о
(f -*-ф) Л (ф-*-
ic.lf 
1 1
Azért, hogy az általunk használt nyelvet megkülönböztessük a vizsgálat tár­
gyát képező nyelvtől (wL (P)), használjuk a következő mondattani jeleket:
& ,  У/ , ^ , = = » ,4= — » , 3X±, VX± . Ezek rendre megfelelnek a tárgynyelv 
A,V , 1 , > , — > , ci mondattani jeleinek.
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Egy formula szabadváltozóinak halmazát eloállitó v függvény: 
v:F ---► ttV
v = ext(w (P), <L,a,7rZ,oí>)k, aholli '
*  с о й  а .. , ®(л) ä и
és
к :Р  ---*-7т z
т, . . п 1 rx..U . . . игт 1 п ahol
г :Т ---► тт Z
J .
г = ext (w^Z), <СК *а* ^  z,p> j Д z • ahol 
Р:
рк^^А^,...,А^^ = A^U ••• UA^ 
Az állítások: А = a (R,K) = {^^^=ф}
A nyelv interpretációja
J
Interpretáció: I = <R,K,a,MI,0 ^  algebrai rendszer.
Kikötés: oT(- ) = Дм14 Мд.
Egy I = < R /K,a,MI,oI> algebrai rendszert az F(R,K) szintaxis egy inter­
pretációjának nevezzük, ha teljesiti a fenti kikötést.
Kiértékelés:
Legyen s: Z---► Мд. . Ekkor
к (i, s ): <^ Г ,a,F , q
\ x, тт Z TT Z, úgy, hogy \Х±(A ^ = A\{x±}
X/
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A k(I,s) függvényt, melynek segítségével az interpretáció igazságértéket 
rendel a szintaxis elemeihez, kiértékelésnek nevezzük. Ahhoz, hogy a k(I,s) 
függvény a nyitott formulákhoz is igazságértéket tudjon rendelni, szükséges 
valamilyen s:Z--►Mj függvényt is megadni. /Ez a változójeleket értékeli ki./
+ - ф / t = {ф> , во á {i,i} , <B á (Bo*Bo )\{<t,i>}
о
Legyen
g (i, s) :T — ► Mj
g(I,s) = ext(w (Z), <K,a,M ,o >)s
most
k ^ ' s )(pnTl' ' * * ,Tn^ = * 41 ' d ^  Й  ‘ ,Tn^e0Ipn
k(l,s) d. . = t < -.> sx. = sx' il 1 ;
k(l, s ) c ^  = sup {к (I,s (a/x^)^ | аем.^ } */
< 
-B
k(l,s) lf = k(l,s)f
k(l,s) = к (I, s )^ f Aß k(l,s)ip
Modelltér: M = M(R,K) = {<R,K,a,A,ö> |<*(=i) = Д }A
A továbbiakban a következő jelöléseket fogjuk használni
N С M ; ieM
Legyen И CM*F, úgy, hogy
< I, ^> e N 4- =-- ^  ---$ (y s) к (i, s ) f = t 
• ^
N f= Z 4=---^  NX Z C  1= , a relációjelek szokásos infix Írásmódjának
xx /
általánosításával.







A +ab kifejezés infix alakja (a+b).
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Mint ismeretes /lásd például [l]/, t= Galois-kapcsolatot definiál
ttM és ttZ között, a következő módon:
n ' á f l f »
E* « Л. í'1 £
А f= jel infix alakjának kiterjesztése:
Z N Z1
Ha Z M Z^, akkor azt mondjuk, hogy Z-nak szemantikai következménye Z^.
a zárt model los z tályok, ' t  a zárt formulahalmazok /másszóval elméletek/N L
osztálya.
Megjegyezzük, hogy a kompaktsági tétel /lásd Т37/ 
kimondja, hogy AZR ^ .
Nevezetes interpretációk:
IT - <R,K,a,T,®T> , ahol
^ {n |n ** = N} 
' t j . ^ {z I Z** = Z}
(vreR\{i})o'R(r) = ф ,
Teljesen invariáns kongruencia /Т1/
TI2r, tA < d > K2r, V t  & (vh: Ü t  ^ >íA)áh(r)cr
^z - {<T1,T2>|T1^T2ez^}
2Legyen E c {=^ } x т
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Tétel 27: а/ ЗК 1т
Ь/ I / «  еЕт'~Е
с/ = Л  (г| -><i](T2>er)& TI г, Т}
d/
Bizonyítás:
= П  { г  I Т / г е Е * }Е
а/ К2 Е, ТI bizonyítása megtalálható [l.IV.1.2]-ben
r6R\{-} T ^  , T2 ) <Tj'T2 > е<эЧг )
✓ \
T1 4 T2 " 4 Vll Tl) Tí
0 l x l
j: t2 &  T i  4 T i
b/ és с/ bizonyítása megtalálható [l.IV.1.2] -ben, 
d/ bizonyítása megtalálható [4 ]-ben.
Megjegyzés: /М8/ a/ R = {1} =*=» ( Im /L ) =
^ T / /
, * *
Ь/ R = {±} — — ► (lT ) = M




a/ bizonyítása megtalálható [l.IV.1.2]-ben.
b/ az a/ állitás speciális esete: E = ф
с/ következik a szabadalgebra definíciójából, mely meg­
található például [l] , [2] , [3 ] , [4]-ben.




FN <\ —N ,
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На N = М, akkor az N indexet elhagyjuk, például: F = F^ >
A következőkben bebizonyítjuk, hogy EBA F^ és C % {s |sTj2F,S} .
F „Az Rg Boole-algebra segitsegevel kezelhetők az S elmélet rögzítése
után fennmaradó szabadságfokok. /Szabadságfokok alatt például újabb axiómák
Ffelvételének lehetőségét értjük./ Az R -ek láncaira érvényes /Т24К szerint/
- - f ba finomitási tetei. Az elmeletek R olyan felbontását adjak, mélynél fino­
mabbat kapunk, ha F többi szűrőjét is megengedjük. Látni fogjuk, hogy ~€^ 
elemei F-nek pontosan azok a szűrői, melyek A valamely részhalmazával gene­
rálhatók. Ez indokolja az A halmaz közelebbi vizsgálatát.
A továbbiakban a (viGN) k(l,s) jelsorozat helyett kN~et, a k(l,s) jelso­
rozat helyett pedig к-t Írunk.
Lemma 20: a/ <=--=» k^ - B о
b/ f 4 = 4  kNf=кф 
Bizonyítás:
а / <=> кф> ■* ri = t  »> (vieN) (kf=t V ki|>=+) < > (vieN)(kfáB кф)
b/ * <=> kN >^ <в к ф &
L20a
<==4 (vieN )(kf£B кф & кф£в к-p) 4=* (vieN)(kf - кф)
Tétel 28: ER2<N ^F
Bizonyítás:
M’iN * =  kN^ k4>
L20
f iN Ф & Ф 1N x fiN X
- L20a **-- L20a
V ?  <в кф г, кмф<в kx — »kN^ <во кх
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Mivel ugyanazon az F halmazon minden N-hez tartozik egy elorendezés,
a = _<N előrendezéssel generált Гр elemeit I^-nel jelöljük. Például,
0M 1о
тж ha <,N F -]
а/ ^еоКТ 4 =  N - » V  =
ь/ 'felN<—
Bizonyítás:
a/ feON *=»(Vi|0 f<N<í- «==* Оф) kN4><B кф<— >
о
(^vi^ )(vieN)(kf<B кф & kf<B к1ф)«==>к Ч7 = +
о о
A b/ állitás bizonyítása hasonlóan megy.
Tétel 29: а/ хе Ч7 /\ыф ф= 1 X III Z -e
-
ь/ хеЧ> у м ф < = = > X  = „ ^ ф




X1N^  & X i N  ^ & ((0 1 Nf  &  0<ыф) = 4  0<Nx
L20a
0 nX£b kf&kNx£B кф)&((к 0< к «  к 0< k«»)=>e< *
о о x о о/ к
(v ie N )k X£B k (fД ф) &  ((kN0< k(f/V)--- ► 0 < x )
о 4 о /
'-------L20a
X£n ' (  А Ф & (0£n ( Л ф = >  0<Nx
У
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а Ы  bizonyítása ugyanígy megy 
с / x e ^ f\
x V < = ° N XVN^C Л
--- T29a,b---
XA f e o N x v ^ e i N
к
•»-- —  1.21 —  — *•
= + V vf = *
kN x = к I f
L20b
X V f
Következmény: /Т29К/ (VN4) EBA
Bizonyítás:
КЁН Fn <---== T 2 9
D M  Fn ^ —  fAN (4.VNx)V(fAN4.)VN C4>ANx)
T29
f A ( № )  =
I
(W)v(fAx)
‘N(kpA C^ Vx)) = к ((f Лф) vC^ Ax))
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Tétel 30: N, C  N — > SÜ2F„, N?--------  1 N 1
Bizonyítás: f6N.
kNfiB k*О
kN ^  = *
\
к 'V < кф N.4 -B v 1 о




kN ^ = + kN ф = * Ni 1
к.. Лф = + 
Ni
X =N Ч’ЛФ
■* \  X = *
XSN,
_ 2
Következmények: /Т30К/ a/ Ze'|C^==^ SU F , E
Ь/ áN = V
N F
с /  R N = Rn*
Bizonyítás:
a/ E e ^ = *  l  = (£*)* &  Z* О  M = * S l T F , £
Ы  Ф <=>n = f-* ф<===^ -*феы*<*=* f ^ N * Ф
с/ T25
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Tétel 31; (3Sü 2F,e) Еф t Y
Bizonyítás:




(vifS) к (l,s (x1/sx2)) 1 'i X]x^ =




E * *  = F
Megjegyzés : /М8/ Sőt, (3Vsü2F , Z)(f} Vsu2F , E j) & Ec_E.
Bizonyítás :
A T31-ben definiált E szűrő ilyen
Most vizsgáljuk az A halmazt.
Tétel 32: RA R , R~
Bizonyítás:
хевл<- a>( |рел)х = f (v f, Афел
^  |f I Af,| Ф I - I'ГАфI
(vx, уевл) хл Y = хЛдУ t:
V-ra és 1-re a bizonyítás ugyanígy megy.
RA2 RF, RA =-y=*RA2 Rp, R^
T26 ▲
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Megjegyezzük, hogy А ф F .








Könnyen belátható, hogy szűrői és ORA-i izomorfak R^ szűrőivel és
ORA-ival. Ilyen szempontból a két algebra ekvivalens. Időnként R^ -t köny- 
nyebb vizsgálni, mert részalgebrája R -nek, máskor R -t, mert csak A 
részhalmazaiból áll. R -t /és |A|— t/ Lindenbaum algebrának nevezik, R -tr\
elő-Lindenbaum algebrának és R^-t beágyazott elő-Lindenbaum algebrának.
T30 és T31-hez kapcsolódóan belátható, hogy R szűrői pontosan megfe-n
lelnek elemeinek, és igy F elméletekkel generálható ORA-i pon­
tosan megfelelnek R^ ORA-inak. /Sok szerző, aki elsősorban az elmélete­
ket vizsgálja, csak a Lindenbaum-algebrával foglalkozik, például [l]./
3.3 Az F halmaz szűrői
Legyen L egy indexhalmaz és AeE .
IA = <R,K,a,MA,&x> I = {< A ,IA >IAeE}
<K,a,MI,pI> = П <K,a,M,,©\> , algebrák direkt szorzata
AeE A •A
Legyen D d  ttE és
oo
d1 : R — Пм1 olyan, hogy <a. , . . . ,a > ^ aenMI -re 
D n=l
aedD ?n 4===^ = ^ {Xl & eAa 6 °APn}eD 
3* á <R,K,a,MI,dJ U P I>
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Megjegyezzük, hogy általában ^ M(R,K) , mert a ± relációra vonatkozó
feltételt nem teljesiti, de a g^*,s^) ' k (l s ) függvények értelmezhetők. 
A felső I indexet gyakran elhagyjuk, ha ez nem vezet félreértéshez.
Lemma 22; а/ < а , b>6d* (-)^ = M  A | e  ^a=e  ^b I 6D
Ы  SÜ27rE,D = *  EQ2 d p C ^ M 1
Bizonyítás:
a/ <a,b>ed (-)<==* í X |ár.A<a,b>e<yx(i )}6D
f Л I < e у a, e ^b>eer^  ( - )} 6D
{А Iexa=e^bleD
Ы  <a,b>6d (-) = = # <rb,a>ed (-)
L22a
<a,a>ed (±)«— * E6D
{A|eAa = e xb} П  {А|ехЬ=СдС) C_ ( M exa=exc ^






(v ie  [ l , n ] )  U | e xai =exbi }eD
n  {M
i=l






SÍI с» 'I E,ü *VK2 d(i), J*
Bizony itás :




ÄI n CA= ö ЕдЬ)еп
-5>,
n
HX| п  гдаеаАрп ,еП
f x I □ e АьеоА(>n) I x I n fc ,\ae ° x f’n l ^ f A I м í:A a~ íxV a*>i
.5^
* I « w
{x I □  e Abe®'APn len
bedpn
n. к2 du) , áp
Legyen дд = ° A(Kn  ^ , 9 “ P X (Kn )
, b e  n (1 (-) > { X I □ к a = □ e , bleu
L23






1 ÜD dí (")
▲
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Az I = {<А,1Л>IЛеЕ) interpretációk D szűrő szerint vett /szűrt/ szorzat;
Id á <R.K,a,MD,oD> Ü  1í/=D
A felső I indexet gyakran elhagyjuk, ha ez nem vezet félreértéshez
s :Z — ►M1 , ekkor
D ! Z — * MD , úgy, hogy
d v 
SD = S ° = D
A ! z ~ ~ " a , úgy, hogy
d
SA = S ° eA
Az <Ix,sA> párok D-vel szűrt szorzata:
Us({<A,Ix,sx> | A6E) ,d) = <ID 'SD'
Lemma 2 4 : h : I ^ I 2 g (l1»s)oh = g (l2,s о h)
Bizonyítás:
g(llfs)oh = (ext(T,I1)s)oh = ext(Tfh(l1)) (s^h) = g(l2, s о h)
h homomorfizmus
Tétel 34 /ultraszorzat-tétel/:
US2ttL, D (k(iD,sD)f = t«=»{AeE|k(ir sx)f = tteü)
Bizonyítás:
d .л. í, - w  -  * {xeE|k(ix ,sxW  = tJeü)1ó * i d — >(k(lD ,sp)f = t
1 / «feP = ф  iO'f , mert
Legyen PnTi*•*Tn
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k(lD,sDH  -f<— --> <9 (1 ,5 .8 0 )7!....9(id ,sd) V  e Q =D(dpn)«~>(L24)
< = - *  <¥d g ( V s)Ti.... V < V s)V e ö  ¥D(dpn)*"“ ^ T33)
< •-> <g (jD ,s)T1#... ,g 0 D /s)Tn>6 dpn - 5
<=— * {x I < e x (g (iD , S) , . . . , e A (g (*D f s ) Tn) > e & x Pn} e D * = >  (L24 )
^ = = ^ { Á | <g(l^,s^T1,...,g ( V sx)Tn >e<V n }eD*
X I к (lA , s^ ) PnT^  . . . Tn - +>6D
2/ ló 4* ---->ló ~Tf , mert
k (TD' = f
k(lD,sDK  = +
{x|k(lx,sx)^f = +}$D
A
(x | к (ix,sx) 4> = + )eD
{x|k(ix,sx)-ivf= +}eD
us D
3 / lóf <H<4 = M ó  f/A ф , mert
k (ID'SD ^ /'<’ = +




{X|k(lA ,sA)ip = +}eD
STJ D
{Л|k (lA,sA)^ = +}П {X|к (iA,sA) ф = +}6D
I
íx|k(iA,sA) fЛф = + }eö
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4 / f ---) |ó ci'f , mert
k &D'SD>Ci'f =t
I
(3a) k(lD/sD (xi/a))47 = +
' h
--------- J<5 f
(За) {X I к (lx/Sx (xjL/eAa))f =t}eDI
{Л I к (lx/Sx) c L y  = +}eD
5/ J<5 , mert ez a definícióból következik.
Á
___2Emlékeztetünk rá, hogy EBA z,H .
Centrált halmaz /Се/
Ce 3 E, H 4— d--=>e Ah e A o h
Lemma 2 5: Сё 3 E, £, H = » ( 3 u s
Bizonyítás:
[1]V. 2. 7-es tétele kimondja a fenti lemmát BA H esetére, az 
ott adott bizonyítás könnyen általánosítható EBA H-ra.
A következő tétel kimondja, hogy azok a formulahalmazok, melyek definiálha­
tók valamilyen I,s pár megadásával pontosan az F halmaz ultraszürői. Azaz 
a tétel egy logikai és egy algebrai tulajdonság ekvivalenciáját mondja ki.
A logikai tulajdonság az, hogy e definiálható mint adott interpretációban 
/I/ a szabad változók adott kiértékelése/s/ mellett igaz formulák halmaza.
Az algebrai tulajdonság pedig az, hogy Z az <£,F> elörendezett halmaz ultra- 
szűrője.
Ezen túlmenően a tétel kimondja azt is, hogy a fenti logikai tu- 
lajdonság azon változata, melynél kikötjük, hogy legyen ieN / ekvivalens 
az algebrai tulajdonság <£N ,F>-re vonatkozó változatával.
A fejezet hátralevő részében egymással ekvivalens algebrai és 
logikai tulajdonságpárok keresése folyik.
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Tétel 35: US 2FN , U Ф=— » (3 ie N  * *  , s) k(l,s) U
Bizonyítás:
I. (VieN**,s) US2 fn , к (i,s)_11
i e N * *  к  ( i ,  s ) 'P  =




Ifc’N* * kClfS)^ = t k(l,s)i|i = t
к  ( i  r s)  x = t
тем4 4 к ( i , s ) 1 p = i  xe i N f
1.2 9 c
к (l, s )'P = 1 t-4k(l,s)l'f = 1
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II. US2 fn ,U — ==^ (3ieN** , s') к (i, s ) 1t = u
^u}
l ^ и^|ц>еи)
Legyen US 3 О  , -nF , D & L c: D Ilyen van L25 miatt.
vsU <n ,f ,u Ц'еи
F#U -* J  < О ~ l -N N
J-*---- L20a . /




Tehát, (viJ/g f ) Ä ^ c i xeu|k( i  ,S )Ф = t) .
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így, feu«==»k(iD ,s )ч> = у 
(v>feu) i^eN
i
(vfeu) ívf 1= n*
1
(vfeN*) {феи 1 |= ^ }  = U6D
-* — —  —  T34
А
Kielégítő /Ке/
Ke Í * (3l,s) k (i, s)E = t
Következmény: /Т35К1/ Ke £<-■ »сё E
Következmény: /Т35К2/ a/ STT3 , А , S-t-— — * s = П а




SÜ2A,S feA\ S L12
i  t= s & ~ i  1= vp
ii.
f^es**fi a — =* 4M^es** П а 
fes** П а & фед& ^ < _ ф *= ф ф еs** П а 
les** п а




U ^ S z  й  C L {y |sTJ2H,Y<£ X с Yl 
'CS, Sz d F A s z
Legyen Z^o Z, ekkor
0 :F-- ►A, úgy hogy
Z1
X.r 1n
v ^ n  z A i .<...<i1 1— - n ' Zjj f
Lenuna 26: а/ E 3 Ez
b/ Z** D  'z4 Sz
Bizonyítás:
а/ N1= vf < = * N  N O zvp
b/ sTTf ,z# # Z Z> Z
e ** 5 ex Sz
Tétel 36: -eE = { /ESz | Z С A}
Bizonyítás:
SÜ2F,T T :o 3g S
А
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II. Е С  А
-L2€b
t Sz = D**
^  SZ €
Következmény : /ТЭ-6К/ £** = 3 J  Sz
Bizonyítás:
E** . ( v ) * * !  v e , e *i
L26a L26b
Megjegyezzük, hogy ^^Г|А =
Tétel 37: /Kompaktsági tétel/ AZR •€,
Bizonyítás: 
L13
T 5 =-■=> AZR {я 1 sTT2f ,z }-----» ( 3  &)(sTf2F,>: r a 2<6,e )




&  1100)}, Ua^ , f , U , ahol
Ü
= &G W
O' — { < , 1> I i6o)} és
{ I ieo)}
RA2 (g,Z <í—  > ze €, mert
Еэ¥







Z 3  Dz í .SÜ F,E
Megjegyezzük, hogy a kompaktsági tétel fent kimondott alakjával ekvivalens 
következő alakjai is használatosak az irodalomban:
l/ z * = K 3 l n GZ e )  ЕП И х/
ь/ (31)1 h e<=-Kve0c£ 0(31)1 и e0
r^r
A (jZ В < - a véges részhalmaza B-nek.
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Tétel 38 /Általánosított kompaktsági tétel/




-1 . Sz(3l,s) к (l,s)-1 t 3
o$ / 4  SzZо
( v Z „  С Е О  Ke E \ о —  о








Megjegyezzük, hogy T38-t a fentinél rövidebben beláthattuk volna, mint T5 
és T35K1 következményét.
Megjegyezzük, hogy a kompaktsági tétel b/ alakja és T38 az analógia kiemelé­
se végett a következőképp is irhatok:
(3l)(vs) к (i, s )-11 =*(vZo (jL í)(3l)(vs) k(l,s)_1tr7 Z
(3l) (3s) k(l,s)_1^ 3  Z 4=— =^ (v Eq (v. E)(3l)(3s) k(l,s)_1t 3 Eq
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3.4. A szintaktika és szemantika kapcsolata
A kompaktsági tétel bizonyításánál megadtunk egy konkrét algebrát
az F halmazon, melynek zárt halmazai pontosan az elméletek. Felhívjuk a fi­
gyelmet azonban arra, hogy a műveletek definiálásánál felhasználtuk a <.
relációt, azaz ennél az algebránál a műveletek eredményének kiszámolásához 
a szemantikai következmény ismeretére van szükség. Ha célunk az, hogy vala­
mely axiómahalmazból a vele generált elméletet tisztán szintaktikai eszkö­
zökkel állítsuk elő, ez az algebra nem felel meg a célnak. A Gödel teljes­
ségi tétel megad az F halmazon egy a fentivel ekvivalens algebrát, melynek 
különös jelentősége az, hogy a műveletek pusztán szintaktikai eszközökkel 
vannak definiálva. Ez alatt azt kell érteni, hogy egy művelet eredményének 
kiszámítása során csak az argumentum szintaktikai felépítésével, azaz a ben­
ne szereplő jelekkel és azok sorrendjével kell dolgozni /és nem kell példá­
ul az argumentum interpretációval/. Ezáltal a szemantikai fogalmak kezelésé­
re velük ekvivalens szintaktikai eszközök állnak rendelkezésre. Nevezetesen, 
a <_ reláció egybeesik a szintaktikai levezethetőséggel, igy szintaktikus 
utón definiálható a <_ előrendezés az F halmazon. Ezzel az előző fejezet lo­
gikai és algebrai tulajdonságok ekvivalenciáját kimondó tételei biztosít­
ják a fenti kapcsolatot. Például T35 segítségével szintaktikusán definiál­
ható a E formulahalmazok azon szemantikai tulajdonsága, hogy E-hoz található 
olyan I,s pár, amelyre k(l,s) = E, azaz Ke E.
Emlékeztetünk arra, hogy a rövidített Írásmóddal az F halmaz elemeire csak 
utalunk, melyek azonban változatlanul az eredeti definíció szerint épülnek 
fel. Szabadon követi az a jelsorozatot /S/
-M
X/
Szabadon fordul elő a 6-ban a-val kezdődően /Sz/
li
* a о Y és 6 jelsorozatok, c*P pedig az a és a P jelsorozat egymás 
utánirásával keletkező jelsorozat. /Megengedünk nulla hosszúságú jel­
sorozatot is . /
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Az szabad előfordulásait T-val helyettesítő h(xj,,T) függvény:
Ь(х^,Г)б = 6 , ha % (3a)sz^ x^,a,ő . Ellenkező esetben 
Ь(х± ,Т)6 = r n  (Ä) T h  (х.,Г ) r2i ^  ^
Megjegyezzük, hogy hasonló dolgok két különböző szellemben való definí­
ciója a fenti h(x.,T) függvény, és a korábbiakban megadott v(f) függvény 
definíciója. Definiálhattuk volna v(f)-t /a fenti szellemben/ úgy, hogy
X,evf4--^ (3ot) Sz3 xi,a,f ,
vagy a h^x^T) függvényre is adhattunk volna rekurzív definíciót. Ez egy 
példa arra, hogy a problémamegfogalmazáshoz és a problémamegoldáshoz adek- 
vát nyelv általában nem esik egybe. A vf fenti definíciója tömörebb és ol 
vashatóbb, ezzel szemben az eredeti definíció alkalmasabb bizonyítások cél 
jaira.
Definiáljuk a , a , F , a l g e b r á t .  Q1, a és & definícióját indirekt
módon Q = öQ^ definícióval adjuk meg. Értelemszerűen
Q 1 = í s2i ,s3i I i6a)} ; Q 2 = ( s ^
ahol
qQ =
q 1 = {(f+Ф) -»■ ((ф+х) О? ^ х)) |^,Ф, X6F)
Oi  й aQl
Qо
d ,2°= U  q ±1=0
о 2 = ■{ f ■+ (f у ф ) |f, фег) 
q 3 = {Ф - (f УФ) |f, Фег}
q 4 = W  + X) + (СФ-Х) + ((fVip) - x)) I f ,Ф,X^F)
q 5 = ffЛф -* fI f ,феЕ} 
q 6 = f f A ф -► ф| f^»eF)
q 7 = {(X >f) - ((x УФ) y (x ► №ф.))) |'Pr4',XeF)
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qQ = (fAlf ■> ф| ф€Г}
q9 - (fvif |feF}
qio ~ (^Aif)) -*• i'flfeF}
qn  “ t C^ f - (ф-х )) *-* (ОМФ) + x)lf,^/xeF}
ql2 = í ((fAx)V(^Ax)) ((fVi^ ) -► X ) I У/ í> r X^F}
q13 ■ {°if ^ h (xi»T)f| ieto,feF,TeT, ^(T=ßx.y & S^3xi,a,q7«Sr %S2xjfa)} 
q14 - {h(xi,7')f-> I ieu),feF,TeT, ^(T =ßx_.y & Sz^x^a,^ & %S2x.. ,a)}
qis - {dii|iew}
q16 ^ ídij d j i I i^ ew}
q17 - {(dijAdjk) - d±k|i,j,kew}
q18 - {dij (xi±xj)|i,jeo3}
q 19 ^ {dL. - (h(x1,xj) f ^  "f)| i, jeo),feF} 
q2Q = {dij - (h(xifx.) T±T)|i,jeu),7eT}
s1
d2= fxU q , aholetq\etf^
{<^Ф^/Ф>К,Фер} és





= 'f •>01Ф> I f ,  i|;eF,xi ^v4?}
ahol
etA_\ et f .. . F 3i
f3 i
€q = {z I r a 2<(q
Megjegyezzük, hogy a fentivel ekvivalens algebrát kapunk, ha a Q halmaz 
12
része helyett a következő halmazt adjuk meg:
i=o
ИЛф +-> ф Л ^ Л  (i|;Vx) «-►('РЛф)У('РЛх), ^А (ф\Пф) f | Ч>, ф, x6F}
és módosítjuk s^-et úgy, hogy ne csak <^ -*-ф >-hez, hanem <^ -*-*-ф,ф> -hez 
is ф-t rendeljen.





Megjegyezzük, hogy T39 a következőképp is kimondható:
ahol










1/ N И N И 'f ~*"Ф
V
N И ф
/А és к rövidítések jelentését lásd 53.old./
2 /
N H 4'!'
kN f £  в k +
(vaeMj) к {д , s (,х± / а))^ = k(I,s)f
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3/ x .^viJí N И f
N f= c/f ->ф
melynek bizonyítása а II.2.-höz hasonló.
А
Megjegyezzük, hogy T40 bizonyításával a kompaktsági tétel /Т37/ egy bizonyí­
tását adtuk a teljességi tétel /Т39/ felhasználásával. Sot, a bizonyítás so­
rán az is kiderült, hogy
SÜ2F, l  » Z2Q\ q x, l  ,
tehát olyan szintaktikai rendszert adtunk meg, mely nemcsak az elméleteket, 
hanem F tetszőleges szűrőjét is generálja. Látható tehát, hogy a müvele- 
tek célja pontosan az, hogy ne az összes szűrő legyen zárt halmaz, hanem csak 
az elméletek /az A részhalmazaival generált szűrők/. Azaz, T39 általánositá-








X  í (у±|iem}
U  S V-2 S {«  }
iíá l /L-еп az "a" függvény értelmezése vál­
tozatlan/
Métákifejezések T  й w ( z  )
Primmetaformulák: 9 í (« } x2sr
Metamondattani jelek: ^  á { Л_,2» ,cL . | i , jew}
Metaformulák: 
Í r modelltere:
rá  W/ CT) á ггяг-О
ТЬ й {<^,L,a,A/o'>|o («)=ДА }
Megjegyezzük, hogy a fenti definició helyett elég lett volna, ha
^ á f (^,l ) -ként definiáljuk a metanyelvet. Azért választottuk mégis a 
hosszadalmasabb megoldást, mert igy elkerülhettünk bizonyos jelölésbeli ké­
nyelmetlenségeket, pl . d^j e % és d^j 6F. Ettől függetlenül ^-re és a 
kapcsolódó fogalmakra érvényesek az F-re bizonyított tételek. Azért vezet­
tük be a metanyelvet, hogy segítségével az elsőrendű predikátumkalkulusbeli 
nyelvekről /F-ekrol/ beszéljünk.
I p á <( « 5 , ь , а , Р , о ^ и  { < * ,  ДР> } >
A következőképp illusztrálhatjuk, hogy hogyan épülnek fel a modellterekbol 











i F е Л
N i-L-szint тем
-nézzünk rá, hogy sU^F,£ Ф фег)
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II.
(v ieN ,s )k47 = кф 
ф
(vieN, s,aeMI) k(lf s (xi/a))vf = к (i, s (x±/а)) ф
' V
(vieN,s ) ke лР = кс±ф 
cif SN с±ф
ze
s U 2f , z
----ТЗОКЬ, L19
▲
Ez a tétel jól mutatja, hogy miért szokás kizárólag a ^  elemeivel foglal­
kozni. Mindazonáltal T35 indokolja F többi szűrőjének vizsgálatát is.
Megjegyzés:
A k(l,s) függvény definiciójánál nem tehettük meg azt az egyszerü- 
sitést /az induktiv lépések felsorolását ext függvénnyel helyettesíteni/, ami 
a többi hasonló függvénynél megtettünk. Ennek oka, hogy
(31,s) ~ K2 k(l,s)° , IF
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Legyen . Ekkor
cr S h U .
Mint a korábbiakban már jeleztük, -t algebraként is használjuk,
lp indexet elhagyjuk: CF = cf
es az
Következmény /Т41К/ a/ C ^ » C  < = * ( 3 e ) C = c ]
b/ K2r, I &  r Z3 E «==*(ЗЕе 'в )r = = ,
Megjegyezzük, hogy 1р6М, ф Х  és .
. p
Az T  nyelv C interpretációi képezik jelen fejezet tárgyát.
Cj. — < L, a, В £ , o'j. >
1i(cF ) á <r,a,BF,er.
£lr *
C^ . Boole-része
Tétel 42: í > K )  =
Bizonyítás:
i’Aipe У л Е+\р
J v ip e  y V y + ip
Következmény: А Ъ  (cF ) -kra és az elméletekkel generált PF -kre ugyanazok 
a tételek igazak.
Az előző fejezetekben elmondottak Z e ' C y -kra vonatkozó részét közvetlenülp Lis megkaphattuk volna а к vizsgálatából. Itt kiindulhattunk volna ab­
ból, hogy ha E^c: • ••c-£n' а^ког
I _  F —  Fb — »  C — »  C vF 1 •
F FCZ. . Emlékeztetünk azonban arra, hogy Py -hoz
n
csak akkor van CF , ha £6^. Tehát ezen az egyszerűbb utón az előző fe­
jezeteknek csak az elméletekre vonatkozó részét kaphattuk volna meg.
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Ezt jól illusztrálja a következő 
Következmény: /Т31Т41К/
(ЭЙ2г,PF) —  K2r,CF
3.5.2. Cilindrikus algebrák
Logika alatt egy, a következő szerkezetű rendszert értünk: adva van 
egy jelhalmaz X, egy nyelv N c X *  a hozzátartozó interpretációs szabályokkal 
és egy zárt halmazrendszer € az N halmaz fölött. Valamely £ C  N logikai 
következményei /az általa generált elmélet/ a £ lezárása 'C szerint. Ha 
€ algebrai /és szintaktikailag definiálható/, akkor adhatók szintaktikai 
következtetési szabályok. Ilyen logikák pl. az Ítéletkalkulus, a különböző 
rendű predikátumkalkulusok, a többtipusu logikák [5], stb. Az Ítéletkalku­
lus zárt rendszeréhez tartozó algebrák a Boole-algebrák, a predikátumkalku­
lus zárt rendszeréhez tartozó algebrák pedig a cilindrikus algebrák.
A Boole-algebrák és cilindrikus algebrák elsőrendű /logikai/ de- 
finiciója: /kényelmi okokból most F helyett az У  nyelvet használjuk, de 
ennek semmi tartalmi jelentősége nincs/
Legyen Eg* CE ■¥(«» (Л, 1}) , úgy, hogy
SB 4 (у1Лу2 «  у2Лу1
У1Лт(1у2Лду3) «  ~l6(y1Ay2)A'l(y1AY3j) ,
yjA-|(y2Agy2^
Boole-algebra /ВА/
bä sG *-■ d > 06 e E*В
Megjegyzés: Az a definíció, melyet a Boole-algebrára £ß segítségével ad­
tunk, ekvivalens a cikk elején adott definícióval. Ha az <{Л,T},a,A , &> 
algebrára érvényes a következő három egyenlet:
х-^Лх2 = x2^xi
x 1 A"l ( l x 2A 1x 3)  = ~ l ( l  ( х х Л х 2)  Л1 ( x 1 A x 3 )) 




nullaargumentumu levezetett művelet, és bevezetve a V,1 levezetett műve­
leteket, a fenti algebrára érvényes lesz a cikk elején adott definíció 12 
egyenlete. A bizonyítás és az ilyen jellegű definíciós ekvivalencia fogalom 
pontosabb tárgyalása megtalálható [б]-Ьап.
/ 4Legyen Ec C t ^ . L )  , úgy, hogy
Zc ^  U  U  e , ahol c B i=i i
e1 = íc.ld^« ~ld^ l^ i6uj}
e 2 “ { у 1Л с 1 у 1'й5 С1 у ].1 iew}
e3 “ íc^y/c.y^c.y^c.y.Jiea)}
e4 " ^ i ^ l ^ j 0!7!!1 'jü)}
e 5 = ídii«4 1 (у1Л1 у1) I ieo)}
e6 = {djk « c i(djiAdik) I i, j,keu), i^j &  i^k)
e7 *  {ci(dijAyl) Aci(dijAlyl) ^ i J  b  jeu), i«>
Cilindrikus algebra /СА/
Használhattunk volna levezetett műveleteket /mivel azok csak rövidített
Írásmódot jelentenek/ E megadásánál, a következő módon.c
EB = {у1Лу2 *  у2Лу1
yl4y2Vy3) ^  (у1Лу2)У(У1Луз)
у 1 ь ( ? 2 ' п у 2 ) * * у 1 )
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e ^ = {c^O ~ О Ii6w}
e5 = {dü ~  YiV-iyiUe«}
Tétel 43:
Bizonyítás:
F _ _ F
c




(3f)f e z ±\ z.
L i
c j N f 
l 2
Sejtés /SÍ/ **Ec = ( O *
Azaz, Zc a metanyelvben pontosan a C^ . -k elméletét generálja. A sejtés 
rávilágít a cilindrikus algebrák elméletének logikai jelentőségére. Emlé­
keztetünk rá, hogy mivel ÍR, = {^} és , a cilindrikus algebrákra
igazak a 3.1. fejezet végén elmondottak. A következő tétellel ekvivalens té­
tel található [з]-ban, de egészen más formában.
Tetei 44: Z d \ C  )
Bizonyítás
F d FC = <«,L,a,B ,co
1/ Cr N Eg , mert
&l\ = 1\,





ГС N e1 , mert minden ieu) -ra:
2 /
c h  ci'ldii*n d iiA
11(vs) g(cF,s)cild11 = g(cF,s)ld
ele. e n  t f d ^  = o l  e r d ^I
сгс± cn\dxl\ = érni dlx |
í
eci |ldiil = !_,dxil
|cin a 11| = h d 11|
t
(Vl,s) k(l,s)ciTd11 — k(l,s)ld^
3/
И e2 , mert
С N У1Лс1у1^  ciy1 
А
(vs) g(cF,s) У1Лс 1у 1 = g(cF,s)ciy1
C.V47) I ^  I сгл с<с± IЧ71 = öcjfl 
А
( у ^ Ж Л с ^ |  = |с^|
!
(yi, s') к (lf s) f A c ^  = к(1,Б)с^
4 /
CF N e6 , mert
(vi, s) k(lrs)djk = k(l# s) ci(djiAdik)^
/s y 1 = К  I/
i*j& i#k
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CF И e ^ U e ^ U e ^ U e ^  , mert 
az állítás 2/ -4/ -hez hasonlóan belátható
A




Ebben a fejezetben végig műveletjelmentes logikákkal foglalkozunk, 
azaz К = ф, hogy a definíciók áttekinthetőbbek legyenek. Ezt azért tehet­
jük meg, mert ahogy [7]-ben részletesen megtalálható:
F(R,K)-hoz szintaktikusán definiálható E úgy, hogy E C f (r UK, í) 
és M(R,K) = E*С M (rUK,ф)
/ahol F-t és M-t a1 szerint képeztük, ahol peR-re a'p = ap és <6K -ra 
а к = a< + 1/ és egy y: f (r ,k ) 4->-f (rUK,ó ) , melyre
k (i, s )47 = k(l',s)y ,
/ahol I és I' ugyanaz az algebrai rendszer, a különbség csupán jelölés­
beli: I' = <RÜK,ф ,a',Mj , / •
Összefoglalva, minden <F(R,k ),€^ .> -hoz tartozik egy vele szemantikusán és 
szintaktikusán ekvivalens <(f (R'^), 'C £ .
Érdekes még, hogy az f (r ',ó) nyelvre [7]-ben bevezetett egyszerűsített 
Írásmód szintaktikailag és szemantikailag megegyezik az f (r ,k ) nyelvvel, 
annak a további egyszerüsitésnek ellenére, hogy az - eR' nincs kikötve. 
Érdemes még megjegyezni, hogy az f (r '^) nyelv az általánosság csökkenése 
nélkül olyan1 egyszerűsítéseket eredményez, hogy például a metanyelv és tárqy- 
nyelv között nem kell különbséget tenni ahhoz, hogy a metanyelv formulái 
egyértelműek legyenek.
3.6.1. Nyelv
n-edrendü m-argumentumu változók: Zn = {xn . I lew}m m , i 1
n > 2-re Zn = U Zn , Z1 = Z
m=l m







R * mZ ш
n > 2 -re
m=l




Interpretáció és modelltér megegyezik az elsőrendű predikátumkalkuluséval, 
azaz <R,KQ ,a,MI ,c<1> alakú.
3.6.3. Kiértékelés, zárt halmazok
Un(A) = 'ГГтиП-1(А') m '
U1(A) = A
Un(A) Й (J uJJ(A) 
m=l
Kiterjesztjük a k(l,s) függvényt n-edrendü nyelvre:
ha xn . cL ePn , akkor rryi
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, \ n / , d гп / ,, п
k ^ ' s)xin,i + D  SoCe SXm ,i
k (I,s)cm,i^ " k ^ s j c . ^
n>2 -re k(l,s)c" /f = t (vaeu"(M )) k(l,s(x" ./a))f = t—  ГП ^ 1 III -L y 4 ' Hl f 1 ' '
k ^ - s)dro,i,j 4 t (I's)dij
n>2 -re k(l,s)d^ . . = t ^ --JL===$. sxj^  = sx"— 4 ' m,i,i m, í m,
A k(l,s) függvényre vonatkozó többi kikötést megadtuk a 3. fejezet
elején.
Az érvényesség definíciója ugyanaz, mint a 3. fejezetben, de most már a ki­
terjesztett k(l,s) függvénnyel.
N* = {f6Fn |N t= f } ; N* — N*
= (E I E** = E} ;
€ ^ = ( N | N r‘ =N} ; -ej 3 € n
3.6.4. Szintaktika és szemantika kapcsolata
n > 2 esetére a szintaktika és szemantika kapcsolata nem ugyanolyan, mint 
elsőrendűre, például nem igaz a kompaktsági tétel:
Tétel 45: (3E^F2)((v Eq (v e)(Yi)i h Eq& % (3l)l *= e )
Bizonyítás:
'f’l " 1 С2Д (fal X2.1 Х1Х1ЛЭ1Э2°з(хадХ1Х2ЛХ2,1Х2Х3 >Х адХ1Хз)Л:,1С 2 Ч 1 Х1Х2)
2^ = ClC21d12
f3 " ClC2C30 d12A ld13A ,d23^
fn = cic 2 * * 'cn (id12A ' ' * Л ,dlnA 1d23A ' * ' Л ,dn-l ,n)
E d {T.|i6m\{0}}
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д^_ azt mondja ki, hogy a modellnek véges sok eleme van, 
fn (n 2^ pedig azt, hogy a modellnek legalább n eleme van.
E bármely Eq véges részhalmazának van modellje, mig E-nak nincs.
A
Következmény: /Т45К/^ ( ß ^ e F ^ k  N Ч7 4 = 4  I 1= ,
azaz nem fogalmazható meg elsőrendű nyelven.
Bizonyítás:
Most definiálunk egy ekvivalenciarelációsereget M-n.
Tétel 46:---------  --2 na/ EQZ = , M
к n
Ь/ к £ n ■ = C  =
A bizonyítás egyszerű számolássá! történik.
▲
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1 2Tétel 47: = ф =
Bizonyítás: T45K
1A következő tétel azt mondja ki, hogy a e szerinti megkülönböztethetet- 
lenség nemcsak számosságban, de szerkezetileg eltérő mondellekre is fennáll.
Tétel 48:
h < ^ , A > e  s \ l  V"
Bizonyítás:
Legyen ' Ot = <{<,£,}, a, A,^ > olyan hogy
A az egész számok halmaza
{*(< ) = [<a,b>e2A{a £ b}
<*00 n = n + 1
Legyen US2 U,ttu) olyan, hogy ~ (Э а е ш ){Y|aöYСш} = U ,
ekkor U ^  {Y6ttu)| (oj\Y) véges}
i  = { < i  ,<m > I ieo)}
&  = Iу ahol <& = <{£,£}, a, B,‘6'>
1 / -Oi, -  t következik az ultraszorzat-tételből
2/ ~(3h)h : f r -  — » -Öt , mert
Tegyük fel, hogy h : &  -^ >»"Öt
legyen a = <0,0,...>
b = <0,1,2,3,..•>
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Ez ellentmondás, mert igaz, hogy ( v n e w ) ) ) n a,b^> e &(<)
з/
Az *— —— *■ jelet a definicióelméleti szabályokat betartva [5] , úgy hasz­
náljuk, hogy a definiált relációjelek rövidített Írásmódnak tekinthetők.
vx1,1* *~*c2,l (Э1 (Х1ДХ1 ~ ^ С2Х2,1Х1Х2)Л (Х11Х1^ Xl<lX2^nd 12
(X2,1X1X3 ^ X2,1X2X4  ^d 34/|) ^ Cl(Xl,lXl ^ _lx2,lXlXl^)
X/
° 1Э2(vxí/ ((xi-x:
feF2 <£r ~  &  и 'f
A
X/ vX azt jelenti, hogy az X halmaz véges.
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Megjegyzés:
1 2<<{_<}, a, A , t)V > , <{<_} а,В, (У >> е = \ = , ahol
А = {О, í 1, ±2,...} és a szokásos rendezés A-n.
В = {0,1}хA és ^(.S) а lexikografikus rendezés B-n.
A bizonyítást nem közöljük, mert az általunk ismert változaton más köze­
lítést igényel, mint az eddigiek.
Sejtés 3: (vneco) г ф nt^
3.7. Többtipusu logikák 
3.7.1. Nyelv
Tipusok halmaza: 5- ; egy jelhalmaz a e ^
a-tipusu változók: Za = {x?|ieto}
Mondattani jelek: L = {Л , 1 ,c^ ,d? ^ | i , jew, аб-  ^ }
а....a -tipusu relációjelek halmaza: R R = U { R y |y6I*)J L n  Ot 1 • • • OCi n
a. a*1 'Л "I чЛ J ^ .
Primformulák: P = U Í r x z « ...x Z П |аг ..аL a.... a 1 1 n J1 n
Formulák: F* = W |(p^) L
3.7.2. Interpretáció, modelltér 
Interpretáció: i- dI = <R, a, M, m, d>
R: jelhalmaz
a : R a 1(Y) - RY
, ahol
M: halmaz, a hordozó
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m : M — m-1(a) = Ma
а1 ап
o^t-...а X .. .х М1 пRа. ... а 1 п
Л dModelltér: м - {<R, a, М, m, сг>|м, m, o' tetszőleges)
3.7.3. Kiértékelés, zárt halmazok
s : Za-- *Ma
,ot
k(l,s)px 1 ... x n = t > fi B ( * x/'NecTp 
X1 xn 11 i n /
k ( l , s ) d = t 4= ~  > sxj = sx“
к (i,s)c^4> = i >(3aeMa) k(l,s (x^/a))^ = t
A megkötések 1-re és V-ra megegyeznek a 3. fejezet elején megadottakkal
Az érvényesség k, és definíciója formálisan azonos a prediká­
tumkalkulusnál megadott definícióval, csak a k(l,s) függvény és a mo­
delltér most más.
A többtipusu logikák nyelve a szintaktika és szemantika közti kapcsolat 
szempontjából úgy viselkedik, mint az elsőrendű nyelv, például igaz rá a 
kompaktsági tétel.
Bármely -W- = <R,r,A,<* > algebrai rendszerhez található olyan 
&  -  <G,g,B,^> algebrai rendszer, hogy -(r z> , és minden olyan tulaj 
donsága, mely megfogalmazható, megfogalmazható 1 * elsőrendű nyelvén 
/lásd [7]/. A megfeleltetés úgy történik, hogy só' -n definiálunk egy több 
tipusu nyelvet. öt n-edrendü nyelvét ennek feleltetjük meg, majd a több­
tipusu nyelvet megfeleltetjük &  elsőrendű nyelvének.
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4. A NYELVHIERARCHIA ABSZTRAKCIÓS SZINTJEI
Legyen D az univerzum jelrendszere és D* a D feletti lehet­
séges jelsorozatok összessége. Legyenek L^ -к a megoldórendszer /MR/ nyel­
vei. Az MR-nek rendelkeznie kell egy Э6 : D^-^L^ homomorf izmussal.
Legyen P c  D* és legyen {p^/ieu)}cp probléma az adott MR számára. 
Problémakör /РК/
PK P^  d > (vp. ,p.ep)(3Lk) XPi,2Cp.GLk
A D -ben lévő kijelentések a MR által kiválasztott L^ szintjétől függő­
en különböző bonyolultsági problémák lehetnek. A problémák bonyolultsági 
szintjeinek megfelelően a L^ nyelveken a következő négy absztrakciós szin­
tet különböztetjük meg:
1/ Első szintű nyelv /F°/. Nem ad lehetőséget absztrahálásra, mivel csupán 
a problémakör elemeit tudja megnevezni. Ez a D interpretációit kon­
statáló nyelvszint. Megfelel a О-ad rendű predikátumkalkulusnak.
2/ Második szintű nyelv /F"*"/. Lehetőséget biztosit D egyes interpretációi­
nak elemei közti kapcsolat leirására egy adott jelenségkörön belül.
Itt már lehetőség van bizonyos fokú absztrahálásra. Ez megfelel az el­
sőrendű predikátumkalkulusnak.
3/ Harmadik szintű nyelv /Fn , n >_ 2/. Lehetőséget nyújt mélyebb kapcsolatok 
vizsgálatára és magasabb rendű absztrahálásra is egy adott jelenségkör­
ben. Ennek felel meg az n-ed rendű /n > 2/ predikátumkalkulus.
4/ Negyedik szintű nyelv. A problémakörnek megfelelő teljes nyelv, az un. 
rendszerszintű nyelv. Lehetőséget biztosit a problémakör tetszőleges 
szintű absztrakcióival történő analízisre változó jelenségkör mellett is. 
Ez egy olyan metanyelv, amely egy uj 1-2-3-4 fejlődési ciklus első szin­
tű nyelvének része lehet.
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Mig az 1-2 és 2-3 szintek közti átmenet /a nyelvre és az elmélet­
re nézve/ csak kiterjesztést jelent, addig a 3-4 szintek közti átmenet 
átfogalmazást kiván és igy a legerősebb induktiv logikai igényeket támaszt­
ja a MR-rel szemben. Pl. különböző rendű predikátumkalkulusok leírásához 
és az ilyen logikák megértéséhez a 3.6. pontban definiált műveleti jel- /К-/ 
mentes nyelv a 3-4 szintek közti átmenetnek tekinthető. Az algebra fejlő­
désében hasonlóan 4. szintnek tekinthető az univerzális algebra megjelenése.
A MR a problémakör valamely problémájának leírásához, vagyis beá­
gyazásához a megfelelő absztrakciós szint kiválasztása után ezen a legszű­
kebb beágyazó nyelvet a finomitási tétel segítségével határozza meg.
Megjegyezzük, hogy a fenti négy szint egyre magasabb fokon tör­
ténő ismétlődése /mint dialektikus logika/ eloszlatja az információrobba­
nás látszatát, mert egy adott problémakörre vonatkozó információ mennyisé­
gének felhalmozódása során fokozatosan feljebb lépünk az első, második, 
harmadik szinteken keresztül. Amikor elérjük a negyedik szintet - mivel 
mint már említettük ez már egy uj,önálló ciklus kiindulópontja /első szint­
je/lehet -, az információ már önmagában is /az őt megelőző szintek infor­
mációanyaga nélkül/ kezelhető. Ugyanakkor az előző szintek reprodukálhatók 
belőle, igy ezek információanyagának tárolása feleslegessé válik. Például 
az univerzális algebra segítségével az algebra eredményei reprodukálhatók, 
és ugyanakkor az univerzális algebra tanulmányozásához nem szükségesek al­




Az utóbbi években a mesterséges intelligenciával foglalkozó iro­
dalomból egyértelműen kitűnik, hogy a mesterséges intelligencia-elmélet 
továbbfejlesztéséhez elengedhetetlenül szükséges a már jól kidolgozott szin­
taktikai elmélet mellett a formális szemantikai elmélet kifejlesztése.
Ennek a formalizmusnak igen összetettnek kell lennie, ami a problémakör 
bonyolultságából következik. A [8]-ban felsorolt formális alapok közül a 
beágyazó logika univerzális algebrai nyelven megfogalmazott alapjait ki- 
vántuk jelenlegi tanulmányunkban tisztázni. A későbbiekben az adekvát nyel­
vek elméletével az axiomatizálható modellterek hierarchiáját tervezzük 
vizsgálni, ami a megfelelő absztrakciós szint kiválasztásához ad módszert. 
Foglalkozni kivánunk még a megoldó logikával, amely lehetőséget bizto­
sit sztochasztikus nyelvek segítségével a MR nyelveinek hipotetikus ki- 
terjesztésére, és ez alapul szolgál az induktiv logikai módszerek kidolgo­
zásához. Ez módszert adna a heurisztikus működésű programrendszerek szin­
téziséhez is.
A későbbiekben a MR meglévő tudásszintjének magasabb szinten tör­
ténő újraszervezését dialektikus logikai módszerrel, szintén induktiv 
kiterjesztés utján végző evolúciós logika alapjait kivánjuk kidolgozni. Itt 
az induktiv logika már nem csak egy elméleten belül, hanem a MR adott tu­
dásszintjéhez tartozó nyelvek, és elméletek között operál /modellterek egy- 
másbaágyazása, elméletek egymásra-interpretálása, stb./. Ez a fejlődés is a 
fenti négy szint dialektikus ismétlődése szerint történik. Az evolúciós 
logika az alapja az önszervező MR-nek.
Ahhoz, hogy a későbbiekben kidolgozásra kerülő formális apparátus 
lehetőséget biztosítson a mesterséges intelligencia, pl. egy probléma- 
megoldó programrendszer szintéziséhez/ szükséges a "probléma" formális el­
méletének kidolgozása. Ennek felhasználása és a fenti logikák együttes 
vizsgálata lehetőséget ad a pragmatika formális elméletének kidolgozására. 
Ez egy adott probléma és a MR aktualizált célhalmaza szerint orientált 
nyelvhierarchiára épül. Itt egy újfajta un. funkcionális vagy viselkedési 
logika körvonalazódik ki.
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Egy magasszintü meseterséges intelligencia, amely képes önszer­
vezésre, vagy önmaga továbbképzésére a következő logikák összehangolt rend­
szerén kell alapulnia:
1/ beállitó logika 
2/ megoldó logika 
3/ viselkedési logika 
4/ evolúciós logika.
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logika ( 8 4 )
logikai következmény ( 8 4 )
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M
megoldó logika ( 9 8 )  
metakifejezések ( 80) 
metanyelv ( 8 0 )  
metanyelvszint ( 80) 
metamondattani jelek ( 80 ) 
metamüveletek ( 8 0 )  
metarelációjelek ( 80) 
metaváltozójelek ( 80)
MG-gyürü /MG/ ( 4 0 )  
modelltér ( 4 8 ,  SO)  
modellszint ( 81) 
mondattani jelek ( 4 8 )  
monotonitás ( 4 9 )  
műveletjelmentes logika ( 8 8 )
N
n-ed rendű predikátumkalkulus ( 8 8 )  
n-ed rendű nyelv ( 8 8 )  
nevezetes elörendezések ( 1 5 )  
nevezetes interpretációk ( 5 1 )  
normál osztó ( 4 4 )
NY
nyelvkészlet /NK/ ( 1 )  
nyelvszint ( 8 1 )
О
osztályozó részalgebrák /ÓRA/ ( 2 3 ,  3 0 )  
P
predikátumkalkulus ( 4 8 )  
primformulák ( 4 8 )  
probléma ( 1 )
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R
reláció-jel ( 5 )  
részalgebra ( 5 )
SZ
szabadalgebra ( 5 2 )
szabad előfordulás /SZ/ ( 7 3 )
szabad követés /S/ ( 7 3 )
szabadságfok ( 5 3 )
szabadváltozók ( 4 9 )
szóalgebra ( 4 )
szűrő /SU/ ( 2 3 )
szürőlánc /SL/ ( 4 4 )
szürőlánc finomítása /FI/ ( 4 4 )
szürőszorzat ( 6 1 )
T
teljesen invariáns kongruencia /Т1/ ( 5 1 )  
többtipusu logikák /94)
U
ultraszorzat-tétel ( 7 4 )  
ultraszürő /US/ ( 3 6 )  
univerzális kongruencia ( 7 )  
univerzum ( 1 )
V
vetitőfüggvény ( 6 )  
viselkedési logika ( 9 8 )
Z
zártság /Z/ ( 5 )
zárt halmazrendszer ( 7 )

Ci 9 75
* • »*» •
Kiadja a Központi Fizikai Kutató Intézet 
Felelős kiadó: Sándory Mihály, a KFKI 
Elektronikus Tudományos Tanácsának elnöke 
Szakmai lektor: Náray Miklós 
Példányszám: 255 Törzsszám: 72-7113 
Készült a KFKI sokszorosító üzemében 
Budapest, 1972. december hó
